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Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò êóðñ ëåêöèé, êîòîðûå ìîãóò ïîñëó-
æèòü ìàòåðèàëîì äëß ñïåöêóðñà ïî ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ ëèíåé-
íîé àëãåáðû â òåîðèè óïðàâëåíèß ëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè, à òàêæå áûòü ïîëåçíûìè ïðè ñàìîñòîßòåëüíîì èçó-
÷åíèè ñòóäåíòàìè è àñïèðàíòàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíî-
ñòåé è ñïåöèàëèñòàìè, èíòåðåñóþùèìèñß âîïðîñàìè óïðàâëåíèß
â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ.
Ëèíåéíàß àëãåáðà äàâíî ñòàëà îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì
àïïàðàòîì ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
êàê óïðàâëßåìûõ, òàê è íåóïðàâëßåìûõ. Ïðèâåäåíèå ëèíåéíûõ
ñèñòåì ê ðàçëè÷íûì êàíîíè÷åñêèì ôîðìàì, àíàëèç óïðàâëß-
åìîñòè, íàáëþäàåìîñòè, èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåì, ïîñòðîå-
íèå ïðîãðàììíûõ è ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé è ìíîãèå äðó-
ãèå ïðîáëåìû òåîðèè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ðåøàþòñß
íà îñíîâå àêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèß èíñòðóìåíòàðèß ëèíåéíîé
àëãåáðû. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëèíåéíàß òåîðèß óïðàâëåíèß ýòî
ðàçäåë ëèíåéíîé àëãåáðû ñî ñâîèìè ñïåöèôè÷åñêèìè çàäà÷àìè.
Àâòîð ñîñðåäîòî÷èëñß íà áëèçêèõ åìó òåìàõ ëèíåéíîé òåî-
ðèè óïðàâëåíèß: çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè, ãèáðèäíûå
ñèñòåìû, òåîðèß ñòàáèëèçàöèè. Ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäå-
ëîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè òåìàìè. Áîëüøàß ÷àñòü ïîñî-
áèß ïðåäñòàâëßåò ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé àâòîðà. Äëß ïîíè-
ìàíèß ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà äîñòàòî÷íî çíàíèß ñòàíäàðò-
íîãî óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, à òàêæå îñíîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Íåëèøíèì òàêæå áûëî áû çíàêîìñòâî ñ îñ-
íîâàìè òåîðèè óïðàâëåíèß ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè.
Àâòîð áëàãîäàðåí Ì.Å. Ãàëàõîâîé çà áîëüøóþ ïîìîùü, îêà-




1. Ëèíåéíûå ñèñòåìû è îãðàíè÷åíèß.
Ïîëíàß óïðàâëßåìîñòü
Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèß óïðàâëåíèß, ïåðåâîäßùåãî äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîßíèß â êîíå÷íîå, ßâëßåòñß îäíîé èç
îñíîâíûõ â òåîðèè óïðàâëåíèß. Äëß ëèíåéíûõ ñèñòåì îíà ðå-
øåíà â ñëó÷àå îòñóòñòâèß îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèß è ñîñòî-
ßíèß [13], [10]. Â íàñòîßùåé ãëàâå ðåøàåòñß çàäà÷à ïîñòðîåíèß
óïðàâëåíèß äëß ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè ñìåøàííûõ îãðàíè÷å-
íèßõ íà óïðàâëåíèå u è ñîñòîßíèå x. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
âåêòîðû u, x óäîâëåòâîðßþò íåêîòîðîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñâßçûâàþùåé èõ êîìïîíåíòû. Ââåäå-
íèå òàêîãî îãðàíè÷åíèß ìîòèâèðîâàíî ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷åé
ðàñïðåäåëåíèß èíâåñòèöèé, ðåøåíèå êîòîðîé òàêæå ïðèâîäèòñß
â äàííîé ãëàâå.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé:
x˙ = P (t)x+Q(t)u+ F (t), (1.1)
ãäå P (t), Q(t)  ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (n × n) è (n × r), ñîîò-
âåòñòâåííî; Rn 3 x(t)  âåêòîð ñîñòîßíèß ñèñòåìû; Rr 3 u(t)
 âåêòîð óïðàâëåíèß; Rn 3 F (t)  âîçìóùåíèå. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèö P (t), Q(t) è êîìïîíåíòû
âåêòîðà F (t) çàäàíû ïðè t > t0, âåùåñòâåííû è íåïðåðûâíû.
Çäåñü 0 6 t0  çàäàííàß âåùåñòâåííàß ïîñòîßííàß.
Ïóñòü íà âåêòîðû x è u íàëîæåíî ëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå ñëå-
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äóþùåãî âèäà:
α(t)x+ βu = γ(t), (1.2)
ãäå α = α(t), β  ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (k×n) è (k×r), èìåþùèå
çàäàííûå âåùåñòâåííûå íåïðåðûâíûå ïðè t > t0 è ïîñòîßííûå,
ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû; γ ∈ Rk, êîìïîíåíòû âåêòîðà γ = γ(t)
çàäàíû ïðè t > t0, âåùåñòâåííû è íåïðåðûâíû. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî 0 < k < r.
Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå, åñëè èç (1.1) ìîæíî âûðàçèòü u ÷åðåç
x, x˙, òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè u â (1.2) ýòî îãðàíè÷åíèå áóäåò ïðåä-
ñòàâëßòü ñèñòåìó íåãîëîíîìíûõ ñâßçåé, òàê êàê âåëè÷èíû x è x˙
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåêòîðû îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è
îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû äâà ïðî-
èçâîëüíûõ âåêòîðà x0, x1 ∈ Rn, íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîßíèß
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òîáû íàé-
òè âåêòîð-ôóíêöèþ u = u(x, t) := u(t) òàêóþ, ÷òî ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðßþùåå îãðàíè÷åíèþ (1.2) è íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ x(t0) = x0, ïðèíèìàåò ïðè t = t0 + T çíà÷åíèå x1, ò. å.
x(t0 + T ) = x1 è ïðè ýòîì âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
t0+T∫
t0
u∗(τ)u(τ) dτ < +∞.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèß u(t) ñóììèðóåìà ñ êâàäðàòîì
íà [t0, t0+T ]. Çäåñü 0 < T çàäàííàß âåùåñòâåííàß ïîñòîßííàß,
∗  ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèß.
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü ñóììèðóåìóþ ñ êâàäðàòîì
âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ u(t) ∈ Rr, óäîâëåòâîðßþùóþ îãðàíè÷å-
íèßì (1.2), äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé u(t) ÷åðåç Ω,
ãäå Ω ⊂ Rr. Òîãäà èç îãðàíè÷åíèß (1.2) ñëåäóåò, ÷òî Ω çàâèñèò
îò x è t, ò. å. Ω = Ω(x, t), ãäå t ∈ [t0, t0 + T ].
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêèõ óïðàâëå-
íèé u(t) ∈ Ω(x, t), ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå èõ â ñèñòåìó (1.1), ïî-
ñëåäíßß èìååò ðåøåíèå, óäîâëåòâîðßþùåå êðàåâûì óñëîâèßì:
x(t0) = x0, x(t0 + T ) = x1. (1.3)
Òàêèå óïðàâëåíèß u = u(t) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè ïðî-
ãðàììíûìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèß ñèñòåìû (1.1), óäî-
âëåòâîðßþùèå óñëîâèßì (1.3), ïðîãðàììíûìè äâèæåíèßìè.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû β ðàâåí k. Òîãäà
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ββ∗ íåîñîáàß [10]. Ïóñòü δ 
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè {r × (r − k)}, ñ ïîñòîßííûìè ýëåìåíòà-
ìè, îáëàäàþùàß ñâîéñòâîì: åå ñòîëáöû îáðàçóþò áàçèñ â îðòî-
ãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòßíóòîãî íà ñòðîêè
ìàòðèöû β. ×åðåç δβ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö. Òîãäà
äëß ëþáîé ìàòðèöû δ ∈ δβ èìååì β · δ = 0.
Äàëåå ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß:
β1 = β∗ (ββ∗)−1 ;
P1(t) = P (t)−Q(t)β1α(t);
Q1(t) = Q(t)δ;
F1(t) = Q(t)β1γ(t) + F (t).
Ïóñòü Y (t)  ôóíäàìåíòàëüíàß ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
x˙ = P1(t)x
ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè Y (t0) = E, ãäå E  åäèíè÷íàß ìàòðèöà.
Äàëåå ââåäåì ìàòðèöû




Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé âûøå,
äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
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Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé: ëèáî ìàò-
ðèöà A(t0, t0 + T ) íåîñîáàß äëß âñåõ δ ∈ δβ, ëèáî ìàòðèöà
A(t0, t0 + T ) îñîáàß äëß âñåõ δ ∈ δβ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìàòðèöû B(t), A(t0, t0 + T ) çàâèñßò
îò δ, òî ââåäåì îáîçíà÷åíèß:
B(t) = B(t, δ),
A(t0, t0 + T ) = A(t0, t0 + T ; δ).
Ïóñòü ìàòðèöà A(t0, t0 + t; δ) íåîñîáàß äëß êàêîé-ëèáî ìàòðèöû
δ ∈ δβ. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà A(t0, t0+t; δ) áóäåò íåîñîáîé äëß ëþ-
áîé ìàòðèöû δ ∈ δβ . Òàê êàê ñòîëáöû ìàòðèö δ ∈ δβ îáðàçóþò
áàçèñ â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòßíóòî-
ãî íà ñòðîêè ìàòðèöû β, òî ñóùåñòâóåò íåîñîáàß ìàòðèöà M
ðàçìåðíîñòè {(n− k)× (n− k)}  ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî
áàçèñà ê äðóãîìó  òàêàß, ÷òî
δ = δ ·M.
Òîãäà
B(t) = B(t, δ) = Y −1(t)Q1(t) = Y −1(t)Q(t)δ =
= Y −1(t)Q(t)δM = B¯(t)M,
ãäå B¯(t) = Y −1(t)Qδ. Èçâåñòíî [10], ÷òî ìàòðèöà A(t0, t0 + T )
ßâëßåòñß íåîñîáîé, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñòðîêè ìàòðèöû B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû â
ïðîìåæóòêå [t0, t0 + T ]. Òîãäà èç ïðåäïîëîæåíèß ñëåäóåò, ÷òî
ñòðîêè ìàòðèöû B¯(t) = B(t, δ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîêàæåì,
÷òî ñòðîêè ìàòðèöû B(t) òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü
Bi(t), B¯i(t)  ñòðîêè ìàòðèö B(t), B¯(t) ñîîòâåòñòâåííî, i =
1, 2, . . . , n. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
L ≡ λ1B1(t) + λ2B2(t) + . . .+ λnBn(t) = (λ1B¯1(t) + λ2B¯2(t)+
+ . . .+ λnB¯n(t))M ≡ L¯M ; t ∈ [t0, t0 + T ].
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Çäåñü λi  âåùåñòâåííûå ïîñòîßííûå, i = 1, 2, . . . , n.
Òàê êàê M  íåîñîáàß ìàòðèöà, òî L = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà L¯ = 0, íî òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî λi = 0, i = 1, 2, . . . , n,
ò. å. ñòðîêè ìàòðèöû B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ìàòðèöà A(t0, t0 + T ) íåîñîáàß.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ïåðâîãî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ìàòðèöà A(t0, t0+T ) ßâëßåòñß îñîáîé äëß êàêîé-òî
ìàòðèöû δ ∈ δβ , íî íåîñîáîé äëß íåêîòîðîé äðóãîé ìàòðèöû
δ ∈ δβ , òî, ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ, îíà áóäåò íåîñîáîé
äëß âñåõ δ ∈ δβ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ëåììà äî-
êàçàíà.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, äàþùóþ ðåøåíèå ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû β â óñëîâèè (1.2) ðàâåí
k, 0 < k < r. Òîãäà äëß òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ïðîãðàììíîå
óïðàâëåíèå u(t) ∈ Ω(x, t), ïåðåâîäßùåå ñèñòåìó (1.1) èç ëþáîãî
ñîñòîßíèß x0 â ëþáîå äðóãîå ñîñòîßíèå x1 çà âðåìß T , íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà A(t0, t0+T ) áûëà íåîñîáîé.
Ìíîæåñòâà ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé è äâèæåíèé èìåþò âèä:
u(t) = β1(γ(t)− αx(t)) + δ(B∗(t)c+ v¯(t));







c = A−1(t0, t0 + T )
Y −1(t0 + T )x1 − t0+T∫
t0
Y −1(τ)F1(τ)dτ − x0
 ,
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî Rr ìîæíî ïðåäñòàâèòü (ñì., íà-
ïðèìåð, [32], [14] è äð.) â âèäå îðòîãîíàëüíîé ñóììû ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Rr = Rβ+R⊥δ , ãäå R⊥δ  ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòßíóòîå íà
ñòîëáöû ìàòðèöû δ, Rβ ⊂ Rr, Rβ  ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòßíóòîå
íà ñòðîêè ìàòðèöû β (ïðè ýòîì íå áóäåì ðàçëè÷àòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå ýëåìåíòîâ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â âèäå ñòîëáöîâ
èëè ñòðîê). Òîãäà, ïðè êàæäîì t ∈ [t0, t0 + T ] ôóíêöèþ u(t)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
u(t) = u¯(t) + u¯⊥(t),
ãäå u¯ ∈ Rβ, u¯⊥ ∈ R⊥δ .
Äàëåå, ó÷èòûâàß, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû β è ñòîëáöû ìàòðèöû
δ îáðàçóþò áàçèñû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Rβ è R⊥δ , ñîîòâåòñòâåííî,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü u¯(t), u¯⊥(t) â âèäå
u¯(t) = β∗w(t), u¯⊥(t) = δv(t),
ãäå w ∈ Rk, v ∈ Rr−k  íåêîòîðûå âåêòîðû. Òàêèì îáðàçîì,
ëþáîé âåêòîð u(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
u(t) = β∗w(t) + δv(t). (1.4)
Ïîäñòàâëßß (1.4) â (1.2), ïîëó÷àåì
αx(t) + ββ∗w(t) = γ(t).
Îòñþäà îïðåäåëßåì âåêòîð w(t):
w(t) = (ββ∗)−1 (γ(t)− αx(t)) . (1.5)
Èç (1.4), (1.5) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèß u(t) óäîâëåòâîðßåò
îãðàíè÷åíèþ (1.2), òî îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
u(t) = β∗ (ββ∗)−1 (γ(t)− αx(t)) + δv(t). (1.6)
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Îáðàòíî, ëþáàß ôóíêöèß u(t), èìåþùàß âèä (1.6), óäîâëåòâî-
ðßåò îãðàíè÷åíèþ (1.2). Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå (1.2) ýê-
âèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (1.6). Òàê êàê ôóíêöèß u(t) ñóììèðóåìà
ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0 + T ], òî ïîòðåáóåì ýòîãî æå äëß ôóíê-
öèè v(t). Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì
u(t) ßâëßåòñß ëþáàß ôóíêöèß, èìåþùàß âèä (1.6), ãäå v(t) 
ïðîèçâîëüíàß ñóììèðóåìàß ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0 + T ] âåêòîð-
ôóíêöèß, x(t)  ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðßþùåå íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0.
Ïîäñòàâèâ (1.6) â (1.1), ïîëó÷èì ñèñòåìó
x˙ = P1(t)x+Q1(t)v + F1(t). (1.7)
Â ñèñòåìå (1.7) íà ôóíêöèþ v(t) íå íàëîæåíî íèêàêèõ îãðà-
íè÷åíèé, êðîìå ñóììèðóåìîñòè ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0 + T ]. Òà-
êèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ñëåäóþùåé: ïîêàçàòü, ÷òî íåîñî-
áåííîñòü ìàòðèöû A(t0, t0 + T ) ßâëßåòñß íåîáõîäèìûì è äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèß âåùåñòâåííîé ñóììèðóåìîé ñ
êâàäðàòîì íà [t0, t0+T ] âåêòîð-ôóíêöèè v(t) òàêîé, ÷òî ñèñòåìà
(1.7) èìååò ðåøåíèå x(t), óäîâëåòâîðßþùåå êðàåâûì óñëîâèßì
(1.3). Òàêàß çàäà÷à ðåøåíà â [10]. Ñëåäóß [10], êðàòêî èçëîæèì
õîä äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëß ïðîèçâîëüíûõ âåê-
òîðîâ x0, x1 ∈ Rn íàéäåíà ôóíêöèß v(t) òàêàß, ÷òî ïðè ïîäñòà-
íîâêå åå â (1.7) ýòà ñèñòåìà áóäåò èìåòü ðåøåíèå, óäîâëåòâîðß-
þùåå êðàåâûì óñëîâèßì (1.3). Òàêóþ ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü
âñïîìîãàòåëüíûì ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèå. Ïîäñòàâèì âñïîìî-
ãàòåëüíîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå v(t) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
ïðîãðàììíîå äâèæåíèå x(t) â (1.7), óìíîæèâ ïîëó÷èâøååñß ðà-
âåíñòâî ñëåâà íà Y −1(t) è ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî â ïðåäåëàõ îò t0






Y −1(τ) [P1(τ)x(τ) +Q1(τ)v(τ) + F1(τ)] dτ.
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Èíòåãðèðóß ñëåâà ïî ÷àñòßì, ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé äëß îïðåäåëåíèß v(t):









Àíàëîãè÷íî [10], áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1.8) â âèäå
v(t) = B∗(t)c+ v¯(t), (1.9)
ãäå c ∈ Rn, c  ïîñòîßííûé âåêòîð; v¯(t)  âåùåñòâåííàß âåêòîð-
ôóíêöèß, ñóììèðóåìàß ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0 + T ] è óäîâëåòâî-





Ïîäñòàâëßß (1.9) â (1.8), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
äëß îïðåäåëåíèß êîìïîíåíò âåêòîðà c
A(t0, t0 + T )c = ξ1 − ξ0. (1.10)
Òàê êàê x0, x1 ∈ Rn  ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, òî ñèñòåìà (1.10)
äîëæíà èìåòü ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ξ0, ξ1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
÷òî ìàòðèöà A(t0, t0 + T ) äîëæíà áûòü íåîñîáîé. Ïðè ýòîì
c = A−1(t0, t0 + T )(ξ1 − ξ0). (1.11)
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà A(t0, t0 + T ) íåîñîáàß. Òîãäà ñè-
ñòåìà (1.10) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ξ1, ξ0, à çíà÷èò è ïðè
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ëþáûõ x0, x1. Áóäåì èñêàòü v(t) â âèäå (1.9). Ïîäñòàâèì c, îïðå-
äåëßåìîå â ñèëó íåîñîáåííîñòè A(t0, t0 + T ) èç (1.11), â (1.9)
v(t) = B∗(t)A−1(t0, t0 + T )(ξ1 − ξ0) + v¯(t).
Çäåñü v¯(t) ∈ L2[t0, t0+T ] è óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíî-
ñòè. Äàëåå, ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëß v(t) â ôîðìóëó
Êîøè äëß ñèñòåìû (1.7), ïîëó÷èì
x(t) = Y (t)[x0 +
t∫
t0
Y −1(τ)[Q1(τ)v(τ) + F1(τ)]dτ ].
Ïîëîæèâ â ýòîé ôîðìóëå t = t0 + T , ïðèäåì ê òîìó, ÷òî
x(t0 + T ) = x1. Çíà÷èò, v(t) èñêîìîå âñïîìîãàòåëüíîå óïðàâëå-
íèå. Ïîäñòàâèì (1.9) â ôîðìóëó Êîøè äëß ñèñòåìû (1.7). Òîãäà
x(t) = Y (t)[x0 +
t∫
t0
Y −1(τ)[Q1(τ)v(τ) + F1(τ)]dτ ] =
= Y (t)[x0 +
t∫
t0
Y −1(τ)[Q1(τ)(B∗(τ)c+ v¯(τ)) + F1(τ)]dτ ] =







Ïîäñòàâèâ (1.9) â (1.6), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëß ïðîãðàììíîãî
óïðàâëåíèß.
Çàìå÷àíèå 2. Ñîãëàñíî ëåììå 1, â óñëîâèè òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî
òðåáîâàòü, ÷òîáû ìàòðèöà A(t0, t0+T ) áûëà ëèáî íåîñîáîé, ëèáî
îñîáîé õîòß áû äëß êàêîé-ëèáî ìàòðèöû δ ∈ δβ , ò. å. íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèß ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèß
u(t) ∈ Ω(x, t) íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû δ ∈ δβ.
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Çàìå÷àíèå 3. Ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé, çàäàâàåìîå
ôîðìóëîé èç óñëîâèß òåîðåìû 1, çàâèñèò îò ìàòðèöû δ è âåêòîð-
ôóíêöèè v¯(t):
u(t) = u(t, δ, v¯).
Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà (1.1), (1.2) íàçûâàåòñß ïîëíîñòüþ
óïðàâëßåìîé, åñëè äëß ëþáûõ x0, x1 ∈ Rn íàéäåòñß äîïóñòèìîå
óïðàâëåíèå, ïåðåâîäßùåå ñèñòåìó èç x0 â x1 çà êîíå÷íîå âðå-
ìß. Èíà÷å áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1.1), (1.2) íå ßâëßåòñß
ïîëíîñòüþ óïðàâëßåìîé.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðè ëþáîì t ∈ [t0, t0 + T ] ñòðîêè ìàòðè-
öû Q(t) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó, íàòßíóòîìó íà ñòðîêè
ìàòðèöû β, òî ñèñòåìà (1.1) ñ îãðàíè÷åíèåì (1.2) íå ßâëßåòñß
ïîëíîñòüþ óïðàâëßåìîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèß äàí-
íîãî ñëåäñòâèß áóäåò âûïîëíßòüñß ðàâåíñòâî
Q · δ = 0.
Òîãäà ñèñòåìà (1.7) ïðèìåò âèä:
x˙ = P1(t)x+ F1(t),
ò. å. ýòà ñèñòåìà íåóïðàâëßåìà, à çíà÷èò è ýêâèâàëåíòíàß åé
ñèñòåìà (1.1) ñ îãðàíè÷åíèåì (1.2) íå ïîëíîñòüþ óïðàâëßåìà.
2. Íåïîëíàß óïðàâëßåìîñòü ñ îãðàíè÷åíèßìè
Ðàññìîòðèì ñíîâà ñèñòåìó (1.1) ñ îãðàíè÷åíèåì (1.2). Áóäåì
òåïåðü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A(t0, t0 + T ) îñîáàß. Òîãäà,
ñîãëàñíî òåîðåìå 1, íå ñóùåñòâóåò ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèß
u(t) ∈ Ω(x, t), ïåðåâîäßùåãî ñèñòåìó (1.1) èç ëþáîãî ñîñòîßíèß
x0 â ëþáîå ñîñòîßíèå x1 çà âðåìß T . Èçó÷èì ìíîæåñòâî ñîñòî-
ßíèé, â êîòîðîå ìîæíî ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç äàííîãî ñîñòîßíèß
x0. Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû
(1.1), (1.2) ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíöîâ x(t0 + T ) òðàåêòîðèé ýòîé
ñèñòåìû ïðè u(t) ∈ Ω(x, t), x(t0) = x0.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç X(Ω, x0, T ). Êîíå÷-
íî, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè çàâèñèò è îò ñèñòåìû (1.1), è îò
ìîìåíòà âðåìåíè t0. Ïðåæäå, ÷åì èçó÷èòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà
X(Ω, x0, T ), äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2. Ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0 + T ) îñòàåòñß íåèçìåííûì
ïðè ëþáîì âûáîðå ìàòðèöû δ ∈ δβ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0 + T )
ðàâåí n, óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 1. Ïîýòîìó
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàíã A(t0, t0 + T ) ìåíüøå n.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê
ìàòðèöû B(t) íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû δ ∈ δβ . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëß íåêîòîðîé ìàòðèöû δ ∈ δβ ÷èñëî ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû B(t) ïðè t ∈ [t0, t0 + T ] ðàâíî m < n.
Ïóñòü δ ïðîèçâîëüíàß ìàòðèöà èç ìíîæåñòâà δβ . Ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ëåììû 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
B(t) = B¯(t)M,
ãäå B(t) = B(t, δ), B¯(t) = B(t, δ) = Y −1(t)Q(t)δ, M  íåîñîáàß
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè {(n− k)× (n− k)}. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåí-
ñòâà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ó ìàòðèö
B(t) è B¯(t) ïðè t ∈ [t0, t0 + T ] îäèíàêîâî, ò. å. ðàâíî m. Òåïåðü
ïîêàæåì, ÷òî ðàíã A(t0, t0+T ) ðàâåím. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû A(t0, t0 + T ) ßâëßåòñß îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà äëß
ñèñòåìû âåêòîðîâ B1(t), B2(t), . . . , Bn(t) ïðè t ∈ [t0, t0+T ], ãäå
Bi(t) i-àß ñòðîêà ìàòðèöû B(t), i = 1, 2, . . . , n.
Ãëàâíûå (äèàãîíàëüíûå) ìèíîðû ïîðßäêà m ìàòðèöû
A(t0, t0 + T ) ßâëßþòñß îïðåäåëèòåëßìè Ãðàìà äëß m âåêòîð-
ñòðîê ìàòðèöû B(t). Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè íèõ åñòü íåíóëåâûå
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ìèíîðû, à âñå ãëàâíûå ìèíîðû m+1-ãî ïîðßäêà ðàâíû íóëþ, ò.
ê. ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû B(t) ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ ðàâíî m. Ó÷èòûâàß, ÷òî ìàòðèöà A(t0, t0+T ) ñèììåò-
ðè÷íà, à çíà÷èò åå ðàíã ðàâåí íàèâûñøåìó ïîðßäêó îòëè÷íûõ
îò íóëß ãëàâíûõ ìèíîðîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàíã A(t0, t0 + T ) ðà-
âåí m. Íî m  ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû B(t)
 íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû δ ∈ δβ . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã
ìàòðèöû A(t0, t0+ T ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû δ ∈ δβ .
Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X(Ω, x0, T ) îïèñûâàåò-
ñß ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
Ëåììà 3. Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0 + T ) ðàâåí m. Òîãäà
ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X = X(Ω, x0, T ) äëß ñèñòåìû (1.1)
ïðè u(t) ∈ Ω(x, t) èìååò âèä:
X=
ψ + η : ψ = Y (t0 + T )
 t0+T∫
t0
Y −1(τ)F1(τ)dτ + x0
 ; η ∈ Nm
 ,
(2.1)
ãäå Nm  ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, ðàçìåðíîñòè m, íàòßíóòîå íà
m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèöû
Y (t0 + T )A(t0, t0 + T ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì âñþ èçëîæåííóþ âûøå ïðîöåäóðó
äëß ïîëó÷åíèß óðàâíåíèß (1.10) ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî òåïåðü âåê-
òîð x1 íå çàäàí. Âìåñòî x1 áóäåì âåçäå áðàòü x(t0 + T )  êîíå÷-
íîå ñîñòîßíèå ñèñòåìû (1.1) ïðè u(t) ∈ Ω(x, t). Òîãäà óðàâíåíèå
(1.10) ïðèìåò âèä
A(t0, t0 + T )c = ξ¯1 − ξ0, (2.2)
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Ñèñòåìà (2.1) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0+T ) ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàò-
ðèöû (A(t0, t0 + T ); ξ¯1 − ξ0); ïîëó÷àþùåéñß ïðèïèñûâàíèåì ê
A(t0, t0 + T ) ñïðàâà ñòîëáöà ξ¯1 − ξ0. Ýòî óòâåðæäåíèå, â ñâîþ
î÷åðåäü, èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòîëáåö ξ¯1−ξ0
ßâëßåòñß ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A(t0, t0 + T ). Ïóñòü Ai1 , Ai2 , . . . , Aim  ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå ñòîëáöû ìàòðèöû A(t0, t0 + T ). Èõ ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ
ðàíãîì A(t0, t0+T ). Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, äëß ðàçðåøèìîñòè
ñèñòåìû (2.2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ξ¯1− ξ0 ∈ N¯m, ãäå
N¯m ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòßíóòîå íà Ai1 , Ai2 , . . . , Aim , ò.å. íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû




ãäå λ1, λ2, . . . , λm  ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîßííûå.
Ðàñêðûâàß îáîçíà÷åíèß ξ¯1, ξ0, ïîëó÷àåì:
x(t0 + T ) = Y (t0 + T )
 t0+T∫
t0
Y −1(τ)F1(τ)dτ + x0
+
+Y (t0 + T )
m∑
k=1
λkAik = ψ +
m∑
k=1
λkA¯ik = ψ + η, (2.3)
ãäå A¯ik = Y (t0 + T )Aik , 1 6 k 6 m, âåêòîðû A¯ik  ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûå âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèöû Y (t0 + T )A(t0, t0 + T ).
Òîãäà äëß ëþáîãî x1 ∈ X(Ω, x0, T ) è òîëüêî äëß òàêîãî x1 ìîæ-
íî, èñïîëüçóß äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, ïîñòðîèòü ïðîãðàìì-
íîå óïðàâëåíèå u(t) ∈ Ω(x, t), ïåðåâîäßùåå ñèñòåìó (1.1) èç ïðî-
èçâîëüíîãî ñîñòîßíèß x0 â ñîñòîßíèå x1 ∈ X(Ω, x0, T ). Îòëè÷èå
îò òåîðåìû 1 áóäåò ñîñòîßòü â òîì, ÷òî òåïåðü âñïîìîãàòåëüíîå
óïðàâëåíèå v(t) = B∗(t)c + v¯(t) íå áóäåò äëß ôèêñèðîâàííîãî
v¯(t) åäèíñòâåííûì, ò. ê. ñîãëàñíî [10] ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2),
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ãäå A˜  ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè {m× n}, îáðàçîâàííàß èç
A(t0, t0 + T ) è ñîñòîßùàß èç âñåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê




, . . . , A∗im ;
˜¯ξ1, ξ˜0  âåêòîðû, îáðàçîâàííûå êîìïîíåíòàìè
âåêòîðîâ ξ¯1, ξ0 ñîîòâåòñòâåííî ñ òåìè íîìåðàìè, êîòîðûå èìå-
þò ñòðîêè A∗i1 , A∗i2 , . . . , A∗im ; Rn 3 c¯  âåêòîð, îáëàäàþùèé ñâîé-
ñòâîì
A˜ · c¯ = 0.
Çàìå÷àíèå 4. Èç ôîðìóëû (2.1) èëè (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî äîñòèæèìîñòè X(Ω, x0, T ) åñòü ðåçóëüòàò ñäâèãà ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Nm ⊂ Rn íà âåêòîð ψ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà X(Ω, x0, T ) òàêèå æå, êàê ó ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Nm.
Çàìå÷àíèå 5. Â ñèëó ëåììû 2 ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà äîñòèæè-
ìîñòè X(Ω, x0, T ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû δ ∈ δβ .
Çàìå÷àíèå 6. Ïóñòü x1 ∈ X(Ω, x0, T ). Òîãäà, ïðîâåäß âñþ ïðîöå-
äóðó äëß ïîñòðîåíèß ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèß u(t) è äâèæåíèß
x(t), ïðèâåäåííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïîëó÷èì, ÷òî
u(t) è x(t) èìåþò âèä, îïðåäåëßåìûé ôîðìóëàìè èç òåîðåìû 1 ñ
òåì îòëè÷èåì, ÷òî òåïåðü âåêòîð c íàõîäèòñß ïî ôîðìóëå (2.4),






ãäå âåêòîð ξ˜1 òàê æå ïîëó÷àåòñß èç âåêòîðà ξ1, êàê ˜¯ξ1 èç ξ¯.
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Ñ÷èòàß, ïî-ïðåæíåìó, ìàòðèöó A(t0, t0+T ) îñîáîé, èçìåíèì
ïîñòàíîâêó çàäà÷è, äàííóþ â íà÷àëå ýòîé ãëàâû. Ïóñòü òðåáó-
åòñß íàéòè óïðàâëåíèå u(t) ∈ Ω(x, t), ïåðåâîäßùåå ñèñòåìó (1.1)
èç ñîñòîßíèß x0 â ñîñòîßíèå x(t0 + T ) > x1 çà âðåìß T . Çäåñü
x0, x1 ∈ Rn  çàäàííûå âåêòîðû, ò. å. u(t) äîëæíî ïåðåâîäèòü
ñèñòåìó â îáëàñòü Λ(x′) = {x : x > x′, x, x′ ∈ Rn}. Íåðàâåíñòâî
x > x1 ïîíèìàåòñß â òîì ñìûñëå, ÷òî xi > x1i , i = 1, 2, . . . , n, ãäå
xi, x
1
i  êîìïîíåíòû âåêòîðîâ x, x1 ñîîòâåòñòâåííî. Äëß ðåøå-
íèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ââåäåì âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ óïðàâ-
ëåíèé z ∈ Rn ñ ïîñòîßííûìè âåùåñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè
zi, i = 1, 2, . . . , n, îïðåäåëßåìûé ðàâåíñòâîì:
x(t0 + T ) = x1 + z2, (2.4)
ãäå z2 ∈ Rn  âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè z2i , i = 1, 2, . . . , n. Çàìå÷à-
åì, ÷òî íà âåêòîð z íå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì,
íåðàâåíñòâî x(t0+T ) > x1 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (3.5). Áóäåì
ñòðîèòü óïðàâëåíèå u(t) ∈ Ω(x, t), ïåðåâîäßùåå ñèñòåìó (1.1) èç
ñîñòîßíèß x0 â ñîñòîßíèå x1 + z2 çà âðåìß T , ÷òî áóäåò ýêâèâà-
ëåíòíî ïåðåâîäó ñèñòåìû â îáëàñòü Λ(x′).
Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê âûâîäó óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ðàç-
ðåøèìà ïîñòàâëåííàß çàäà÷à, ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòðóêòó-
ðó ìàòðèöû A(t0, t0 + T ). Ïîñêîëüêó A(t0, t0 + T ) âåùåñòâåííàß
ñèììåòðè÷íàß ìàòðèöà, òî îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì îíà
ïðèâîäèòñß ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå. Âñïîìèíàß, ÷òî A(t0, t0+T )
òåïåðü îñîáàß ìàòðèöà è ïðåäïîëàãàß, ÷òî åå ðàíã ðàâåí m, ãäå
0 < m < n, äåëàåì âûâîä, ÷òî A(t0, t0 + T ) èìååò íóëåâîå ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî êðàòíîñòè n−m.
Òåïåðü èçëîæèì òåîðåìó, äàþùóþ ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé
âûøå çàäà÷è.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû β ðàâåí k, 0 < k < r,
ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0 + T ) ðàâåí m, 0 < m < n. Ïóñòü Sli 
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîð-ñòðîêè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìàòðèöû A(t0, t0+T )
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êðàòíîñòè n−m; R = Y −1(t0 + T )z2, i = 1, 2, . . . , n−m. Òîãäà
óïðàâëåíèå u(t) ∈ Ω(x, t), ïåðåâîäßùåå ñèñòåìó (1.1) èç ëþáîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîßíèß x0 â îáëàñòü Λ(x1) çà âðåìß T , ñóùå-
ñòâóåò äëß òåõ è òîëüêî òåõ âåêòîðîâ x1 ∈ Rn, äëß êîòîðûõ
ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî z2 ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:





ãäå S¯  ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè {(n−m)× n}, èìåþùàß ñòðîêè
Sl1 , Sl2 , . . . , Sln−m ; âåêòîðû ξ0, ξ1 ∈ Rn îïðåäåëåíû â (1.8). Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé u(t) è äâèæåíèé




ξ˜1 − ξ˜0 + R˜
)
+ c¯, (2.6)
ãäå ìàòðèöà A˜ îïðåäåëåíà â (2.3); ξ˜1, ξ˜0, R˜  âåêòîðû, îá-
ðàçîâàííûå êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ ξ1, ξ0, R ñ òåìè íîìåðà-
ìè, êîòîðûå èìåþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè ìàòðèöû
A(t0, t0 + T ), âåêòîð c¯ óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ A˜c¯ = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ñâåäåì çàäà÷ó óïðàâëåíèß ñèñòåìîé
(1.1) ïðè óñëîâèè u(t) ∈ Ω(x, t) ê çàäà÷å óïðàâëåíèß ñèñòåìîé
(1.7), â êîòîðîé íà âñïîìîãàòåëüíîå óïðàâëåíèå v(t) íå íàëîæå-
íî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, êðîìå ñóììèðóåìîñòè ñ êâàäðàòîì íà
[t0, t0 + T ]. Èòàê, áóäåì ñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíîå ïðîãðàììíîå
óïðàâëåíèå v(t), ïåðåâîäßùåå ñèñòåìó (1.7) èç ëþáîãî ñîñòîß-
íèß x0 ∈ Rn â îáëàñòü Λ(x1) èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, â ñîñòîßíèå
x1 + z2 ∈ Rn çà âðåìß T . Ïî-ïðåæíåìó áóäåì èñêàòü v(t) â âèäå
v(t) = B∗(t)c+ v¯(t),
ãäå v¯(t) ∈ L2[t0, t0+T ] è óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè
èç òåîðåìû 1, Rn 3 c  ïîñòîßííûé âåêòîð. Äëß íàõîæäåíèß
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âåêòîðà c, ïîñòóïàß òàê æå, êàê â òåîðåìå 1, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íóþ (1.10):
A(t0, t0 + T )c = ξˆ1 − ξ0 (2.7)
ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî òåïåðü




Ñîãëàñíî ââåäåííûì îáîçíà÷åíèßì, èìååì
ξˆ1 = ξ1 +R.
Òîãäà ñèñòåìà (2.7) ïðèìåò âèä
A(t0, t0 + T )c = ξ1 − ξ0 +R. (2.9)
Äëß ñóùåñòâîâàíèß ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèß v(t) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà èìåëà ðåøåíèå, à îíà áóäåò
åãî èìåòü ïðè óñëîâèè ñîâïàäåíèß ðàíãà ìàòðèöû A(t0, t0 + T )
ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
{




c = S∗ · cˆ, (2.10)
ãäå S  ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè {n × n}, ñòðîêè êîòîðîé ßâëßþò-
ñß ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû
A(t0, t0 + T ). Ïîäñòàâèâ (2.10) â (2.9) è äîìíîæàß ïîëó÷åííîå
ðàâåíñòâî ñëåâà íà S, èìååì:
AJ · cˆ = S(ξ1 − ξ0 +R), (2.11)
ãäå AJ = SA(t0, t0 + T )S∗  äèàãîíàëüíàß ìàòðèöà, ó êîòî-
ðîé â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè l1, l2, . . . , ln−m ñòîßò íóëè. Ïðè ýòîì
rank AJ = rank A(t0, t0 + T ), òàê êàê S  íåîñîáàß ìàòðèöà.
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Äëß ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (2.11) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî ñîâïàäåíèå ðàíãîâ ìàòðèöû AJ è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
AˆJ = {AJ ;S(ξ1−ξ0+R)}. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòðóêòóðó ìàò-
ðèöû AJ . Îáîçíà÷èì åå ýëåìåíòû ÷åðåç Aˆij , i = 1, 2, . . . , n; j =
1, 2, . . . , n+ 1. Òîãäà:
Aˆin+1 = Si(ξ
1 − ξ0 +R), i = 1, 2, . . . , n,
Aˆkk =
{
0, k = l1, l2, . . . , ln−m
λk 6= 0, k = 1, 2, . . . , n, k 6= l1, l2, . . . , ln−m
Aˆip = 0, i 6= p, i, p = 1, 2, . . . , n,
ãäå Si  ñîáñòâåííûå âåêòîð-ñòðîêè ìàòðèöû A(t0, t0 + T ), λk 
åå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî äëß òîãî,
÷òîáû ðàíã ìàòðèöû AJ íå ìåíßëñß ïðè ïðèïèñûâàíèè ê íåé
ñïðàâà ñòîëáöà S(ξ1 − ξ0 + R) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû êîìïîíåíòû âåêòîð-ñòîëáöà S(ξ1 − ξ0 + R), èìåþùèå òå æå
íîìåðà, ÷òî è ñòðîêè ìàòðèöû AJ , ñîäåðæàùèå íóëåâûå äèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû, ðàâíßëèñü íóëþ, ò.å. äîëæíû èìåòü ìåñòî
ðàâåíñòâà: 
Sl1(ξ
1 − ξ0 +R) = 0
Sl2(ξ
1 − ξ0 +R) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sln−m(ξ
1 − ξ0 +R) = 0
èëè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå, èñïîëüçóß ââåäåííîå âûøå îáî-
çíà÷åíèå:
S¯(ξ1 − ξ0 +R) = 0. (2.12)
Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
S¯Y −1(t0 + T )z2 = S¯(ξ0 − ξ1).
Òàêèì îáðàçîì, äëß ñóùåñòâîâàíèß ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèß
v(t) èëè u(t) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð äîïîëíè-
òåëüíûõ óïðàâëåíèé z ∈ Rn óäîâëåòâîðßë óñëîâèþ (2.5). Òåïåðü,
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ïðåäïîëàãàß, ÷òî ñèñòåìà (2.5) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî z2, íàé-
äåì ðåøåíèå ñèñòåìû (2.9). Áóäåì èñêàòü åãî â âèäå
c = A˜∗γ + c¯, (2.13)
ãäå Rm 3 γ  íåêîòîðûé ïîñòîßííûé âåêòîð; A˜∗, c¯ îïðåäåëåíû
â óñëîâèè òåîðåìû 3. Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìà (2.9) ðàâ-
íîñèëüíà ñèñòåìå
A˜ · c = ξ˜1 − ξ˜0 + R˜,
ãäå ξ˜1, ξ˜0, R˜ îïðåäåëåíû â óñëîâèè äàííîé òåîðåìû. Èç äâóõ ïî-
ñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì:
γ = (A˜A˜∗)−1(ξ˜1 − ξ˜0 + R˜).
Òîãäà èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî
c = A˜∗(A˜A˜∗)−1(ξ˜1 − ξ˜0 + R˜) + c¯. (2.14)
Äàëåå, òàê æå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëß ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèß u(t) è ïðîãðàììíîãî
äâèæåíèß x(t) ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî òåïåðü âåêòîð c íàõîäèòñß
ïî ôîðìóëå (2.14). ×òîáû óáåäèòüñß, ÷òî ïîñòðîåííîå óïðàâëå-
íèå ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1.1) èç ñîñòîßíèß x0 â îáëàñòü Λ(x1),
ïîëîæèì t = t0 + T â âûðàæåíèè äëß ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó
ïðîãðàììíîãî äâèæåíèß x(t). Òîãäà ïîëó÷èì:











Y −1(τ)F1(τ)dτ ] = x1 + z2 > x1,
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ò. å. x(t0 + T ) ∈ Λ(x1), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Íàêîíåö,
çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå x0 ∈ Rn óñëîâèå ðàç-
ðåøèìîñòè ñèñòåìû (2.5) íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà âåêòîð
x1 ∈ Rn è çàäà÷à ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèß ðàçðåøèìà äëß òåõ
è òîëüêî òåõ âåêòîðîâ x1, äëß êîòîðûõ ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî
z2 ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.5).
Çàìå÷àíèå 7. Ñîãëàñíî ëåììå 2 ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0 + T ) íå
çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû δ ∈ {δ}β . Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå
(2.5) òàêæå íå çàâèñèò îò âûáîðà δ ∈ {δ}β .
Çàìå÷àíèå 8. Â óñëîâèå (2.5) âõîäèò ìàòðèöà S¯, êîòîðàß ìîæåò
áûòü íååäèíñòâåííîé. Ïîêàæåì, ÷òî äëß ðàçëè÷íûõ ìàòðèö S¯
óñëîâèå (2.5) íå èçìåíßåòñß. Ïóñòü Sˆk1 , Sˆk2 , . . . , Sˆkn−m  ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîð-ñòðîêè ìàòðèöûA(t0, t0+T ),
ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó êðàòíîñòè n −
m è îòëè÷íûå îò Sl1 , Sl2 , . . . , Sln−m , äëß êîòîðûõ ñèñòåìà (2.5)
ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî z2 ïðè íåêîòîðûõ x1 ∈ Rn. Òàê êàê
âåêòîðû Sˆki , Sli , i = 1, 2, . . . , n −m îáðàçóþò áàçèñû â (n −m)-




ãäå ìàòðèöà G èìååò ðàçìåðíîñòü {(n−m)× (n−m)} , ¯ˆS  ìàò-
ðèöà, ñòðîêè êîòîðîé åñòü âåêòîðû Sˆk1 , Sˆk2 , . . . , Sˆkn−m . Ïîäñòàâ-
ëßß S¯ = G−1 ¯ˆS â (2.5), ïîëó÷èì:
¯ˆ
SY −1(t0 + T )z2 =
¯ˆ
S(ξ0 − ξ1).
Òàê êàê ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (2.5), òî ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ x1 ∈ Rn, äëß êîòîðûõ ñèñòåìà (2.5) ðàçðåøèìà îòíîñè-
òåëüíî z2, ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì äëß ïîñëåäíåé
ñèñòåìû. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî âûáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
Sl1 , Sl2 , . . . , Sln−m èëè ìàòðèöû S¯ íå âëèßåò íà óñëîâèå ðàçðåøè-
ìîñòè ñèñòåìû (2.5).
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Çàìå÷àíèå 9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X+(Ω, x0, T ) ìíîæåñòâî òåõ âåê-
òîðîâ x1 ∈ Rn, äëß êîòîðûõ ñèñòåìà (2.5) èìååò ðåøåíèå z2.
Ìíîæåñòâî X+(Ω, x0, T ) íàçîâåì ìíîæåñòâîì z2-äîñòèæèìîñòè.
Îñòàíîâèìñß òåïåðü íà âîïðîñå ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèé z2
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.5).
Ëåììà 4. Ñèñòåìà (2.5) èìååò ðåøåíèå z2 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà σ ∈ Rm íåðà-
âåíñòâî
Y (t0 + T )S¯σ > Y (t0 + T )(ξ1 − ξ0),
ãäå S¯  ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè {n × m}, ñòîëáöàìè êîòî-
ðîé ßâëßþòñß ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû
S¯k1 , S¯k2 , . . . , S¯km ìàòðèöû A(t0, t0+T ), ñîîòâåòñòâóþùèå íåíó-
ëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ýòîé ìàòðèöû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà
S¯Y −1(t0 + T )æ = S¯(ξ0 − ξ1) (2.15)
âñåãäà èìååò ðåøåíèå æ ∈ Rn, òàê êàê ñòðîêè ìàòðèöû S¯ ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû S¯Y −1(t0 + T )
ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû {S¯Y −1(t0 + T ); S¯(ξ0 − ξ1)}
è ðàâåí, â ñâîþ î÷åðåäü, n −m. Òàê ÷òî âîïðîñ çàêëþ÷àåòñß â
ñóùåñòâîâàíèè íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé æ > 0 ñèñòåìû (2.15).
Ñèñòåìà (2.5) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå
S¯(Y −1(t0 + T )z2 − ξ0 + ξ1) = 0,
èëè
S¯ ·W = 0,
ãäå W = Y −1(t0 + T )z2 − ξ0 + ξ1.
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì
z2 = Y (t0 + T )(W + ξ0 − ξ1).
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Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß z2 ñèñòåìû (2.5) ýêâè-
âàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèß W íåðàâåíñòâà
Y (t0 + T )(W + ξ0 − ξ1) > 0,
óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ
S¯ ·W = 0,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
W = σ1S¯k1 + σ2S¯k2 + . . .+ σmS¯km ,
ãäå σ1, σ2, . . . , σm  ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîßííûå,
âåêòîðû S¯k1 , S¯k2 , . . . , S¯km îïðåäåëåíû â óñëîâèè äàííîé ëåììû.
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð W ïðèíàäëåæèò
ïîäïðîñòðàíñòâó Rn, ßâëßþùèìñß îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì
ïîëïðîñòðàíñòâà, íàòßíóòîãî íà âåêòîðû Sl1 , Sl2 , . . . , Sln−m . Äà-
ëåå èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì
Y (t0 + T )(S¯ · σ + ξ0 − ξ1) > 0
èëè Y (t0+T )S¯ ·σ > Y (t0+T )(ξ1−ξ0), ãäå ìàòðèöà S¯ îïðåäåëåíû
â óñëîâèè äàííîé ëåììû, à âåêòîð σ ∈ Rm  âåêòîð, èìåþùèé
êîìïîíåíòû σ1, σ2, . . . , σm.
Çàìå÷àíèå 10. Åñëè íåðàâåíñòâî èç ëåììû 4 èìååò ðåøå-
íèå äëß êàêîé-ëèáî ìàòðèöû S¯, ò. å. äëß êàêîãî-ëèáî íàáî-
ðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ S¯k1 , S¯k2 , . . . , S¯km , òî îíî ðàçðåøèìî è








þò áàçèñû â Rm, i = 1, 2, . . . ,m, òî ñóùåñòâóåò íåîñîáàß ìàòðèöà
G¯ ðàçìåðíîñòè {m×m} òàêàß, ÷òî
S¯′ = S¯ · G¯,
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ãäå S¯′  ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ßâëßþòñß âåêòîðû S¯′ki .
Íåðàâåíñòâî èç ëåììû 4 ñ ìàòðèöåé S¯′ èìååò âèä
Y (t0 + T )S¯′σ > Y (t0 + T )(ξ1 − ξ0).
Ïîäñòàâëßß ñþäà S¯′ íåñëîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
Y (t0 + T )S¯Θ > Y (t0 + T )(ξ1 − ξ0),
ãäå Θ = G¯σ. Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ ìàòðèöåé S ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èìååò ðåøåíèå Θ. Ñëåäîâàòåëüíî, è íåðàâåíñòâî èç
ëåììû 4 èìååò ðåøåíèå σ = G¯−1Θ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîëüçóßñü ðåçóëüòàòàìè òåîðèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ [26],
[44], ìîæíî áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåñòè ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèß.
Ëåììà 5. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.5) èìååò ðåøåíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåðàçðåøèìà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ{
y∗S¯Y −1(t0 + T ) > 0,
y∗S¯(ξ0 − ξ1) < 0,
ãäå y ∈ Rn−m.
Ëåììà 6. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ èç ëåììû 4 íåðàçðå-
øèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëü-
íîå ðåøåíèå y¯ ∈ Rn ñèñòåìû{
y¯∗Y (t0 + T )S¯ = 0,
y¯∗Y (t0 + T )(ξ0 − ξ1) > 0.
3. Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèß èíâåñòèöèé
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèß èíâåñòèöèé, ê ðåøåíèþ êî-
òîðîé ïðèìåíèì ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò ïîñòðîåíèß ïðîãðàìì-
íûõ óïðàâëåíèé â ëèíåéíîé ñèñòåìå ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíè-
ßìè ñìåøàííîãî òèïà, ò.å. ñ îãðàíè÷åíèßìè â âèäå ñèñòåì ðà-
âåíñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîñòîßíèå è óïðàâëåíèå. Ïóñòü èìååòñß n
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ïðîèçâîäèòåëåé, íàïðèìåð îòðàñëåé ýêîíîìèêè (ïðåäïðèßòèé).
Òðåáóåòñß ðàñïðåäåëèòü íåêîòîðóþ ñóììó èíâåñòèöèé ïî îòðàñ-
ëßì (ïðåäïðèßòèßì) äëß èõ ðàçâèòèß. Öåëü ðàçâèòèß ñîñòîèò
â äîñòèæåíèè îòðàñëßìè íåêîòîðîãî íîðìàòèâíîãî (çàäàííîãî)
óðîâíß â òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Èñòîêè òà-
êîé ïîñòàíîâêè âîñõîäßò ê ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷å, ïîñòàâëåí-
íîé íà çàñåäàíèè ñåìèíàðà ïî òåîðèè óïðàâëåíèß ïðîôåññîðà
Â.È.Çóáîâà (âïîñëåäñòâèè ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÀÍ ÑÑÑÐ) íà
ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè-ïðîöåññîâ óïðàâëåíèß Ëåí-
ãîñóíèâåðñèòåòà (íûíå ÑÏáÃÓ) â 1970 ã. ïðåäñòàâèòåëßìè ïëà-
íîâîãî óïðàâëåíèß Ëåíãîðèñïîëêîìà. Óñïåøíîå ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è ìàòåìàòèêàìè ïîçâîëèëî ýêîíîìèñòàì ðàçðàáîòàòü ïëàí
ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàçâèòèß îòðàñëåé ãîðîäñêîãî õîçßéñòâà íà
ïßòü ëåò. Ýòîò ïëàí òàêæå áûë óñïåøíî ðåàëèçîâàí. Äëß ðàç-
ðàáîòêè ýêîíîìè÷åñêîãî ïëàíà ðàçâèòèß íà ñëåäóþùèå ïßòü
ëåò ýêîíîìèñòû âíîâü îáðàòèëèñü ê ñîòðóäíèêàì óíèâåðñèòåòà,
ïðåäîñòàâèâ äàííûå îá óðîâíå ðàçâèòèß îòðàñëåé ãîðîäñêîãî õî-
çßéñòâà íà òåêóùèé ãîä, ò.å. íà ìîìåíò îêîí÷àíèß ðåàëèçàöèè
ïðåäûäóùåãî ïëàíà. È ÷òî áûëî ïîðàçèòåëüíî: ýòè äàííûå ïðàê-
òè÷åñêè ñîâïàäàëè ñ ðàññ÷èòàííûìè ìàòåìàòèêàìè óíèâåðñèòå-
òà. Ýòî ßðêèé ïðèìåð ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ â ïðèìåíåíèè ê ðåøåíèþ ãëîáàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷.
Àâòîðó ïîñ÷àñòëèâèëîñü çàíèìàòüñß èññëåäîâàíèåì ïî äàëüíåé-
øåìó ðàçâèòèþ ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ. ×àñòü èõ ïðåäñòàâëåíà
íèæå.
Ïåðåéäåì ê ôîðìàëèçàöèè çàäà÷è [22]. Ïóñòü xi(t)
êîëè÷åñòâåííàß õàðàêòåðèñòèêà i-îòðàñëè â ìîìåíò âðåìåíè t,
i = 1, ..., n, nêîëè÷åñòâî îòðàñëåé; ui(t)ñêîðîñòü ïðèðîñòà èí-
âåñòèöèé â îòðàñëü i; ai(t)ñêîðîñòü ïðèðîñòà îòðàñëèi íà åäèíè-
öó êàïèòàëà. Òîãäà óðàâíåíèß ðàçâèòèß îòðàñëåé ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå
x˙i = ai(t)xi, i = 1, ..., n. (3.1)
Èñòî÷íèêàìè ôèíàíñèðîâàíèß êàïèòàëîâëîæåíèé ßâëßþòñß
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ñîáñòâåííûå ñðåäñòâà îòðàñëåé (ïðåäïðèßòèé), êðåäèòû áàíêà,







µi(t)xi + g(t), (3.2)
ãäå µi(t)ñêîðîñòü ïðèðîñòà ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ íà åäèíèöó
îáúåìà îòðàñëè i, g(t)ñêîðîñòü ïðèðîñòà àññèãíîâàíèé èç áþä-
æåòà è êðåäèò áàíêà, âûäåëßåìûõ íà ðàçâèòèß îòðàñëåé. Ïî-
ñëåäíèå äâå âåëè÷èíû îáúåäèíåíû â îäíó, ïîñêîëüêó îíè âîñïðè-
íèìàþòñß êàê âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó
è èõ ðàçäåëåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íå òðåáóåòñß. Òàêèì
îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííîå óñëîâèå (3.2) îòðàæàåò ñòðóêòóðó èí-
âåñòèöèé. Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü, ÷òî
ui(t) > 0, i = 1, ..., n. (3.3)
Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèñõîäèò ðàçâèòèå îòðàñëåé  ìî-
íîòîííîå âîçðàñòàíèå xi(t).
Îáîáùèì è óòî÷íèì îãðàíè÷åíèå (3.2), ó÷èòûâàß òåõíî-
ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó èíâåñòèöèé (êàïèòàëîâëîæåíèé). Êàïè-
òàëüíûå âëîæåíèß ñêëàäûâàþòñß èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ýëå-
ìåíòîâ: ðàñõîäû íà ïðèîáðåòåíèå îáîðóäîâàíèß, èíñòðóìåíòà
è èíâåíòàðß; ðàñõîäû íà âûïîëíåíèå ñòðîèòåëüíî-ìîíòàæíûõ
ðàáîò; ïðî÷èå êàïèòàëîâëîæåíèß, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñßòñß
ïðîåêòíî-èçûñêàòåëüñêèå ðàáîòû, çàáëàãîâðåìåííîå ïðîâåäåíèå
ìåðîïðèßòèé ïî ââîäó ñîîðóæàåìûõ îáúåêòîâ â ýêñïëóàòàöèþ
(ïîäãîòîâêà äëß ñòðîßùèõñß ïðåäïðèßòèé êàäðîâ îñíîâíûõ ïðî-
ôåññèé ðàáî÷èõ è äð.). Ñîîòíîøåíèå ïåðå÷èñëåííûõ çàòðàò è
îáðàçóåò òåõíîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êàïèòàëüíûõ âëîæåíèé. Â
ñâßçè ñ ýòèì çàìåíèì îãðàíè÷åíèå (3.2) ñëåäóþùèì
βu = σx+ γ, (3.4)
ãäå β, σ  ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (k × n); γ ∈ Rk, x, u ∈ Rn.
Âåêòîðû x, u, γ èìåþò êîìïîíåíòû xi, ui, γj , ñîîòâåòñòâåííî,
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i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , k. Ìàòðèöû β, σ èìåþò ýëåìåíòû
βsl, σsl, s = 1, 2, . . . , k; l = 1, 2, . . . , n ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî βsl  çàäàííûå ïîñòîßííûå, γj = γj(t), σsl = σsl(t)
çàäàííûå, íåïðåðûâíûå ïðè t ∈ [t0, t0 + T ], ôóíêöèè, ïðè÷åì
σsl(t) > 0, γj(t) > 0, γj(t) 6= 0, βsl > 0,
k∑
s=1
βsl = 1. Ïóñòü ðàíã
ìàòðèöû β ðàâåí k, 0 < k < n.
Âåëè÷èíû βsl ßâëßþòñß âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, õàðàê-
òåðèçóþùèìè ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ïðèðîñòà êàïèòàëîâëî-
æåíèé â l-óþ îòðàñëü ïî ýëåìåíòàì òåõíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû; σsl ñêîðîñòü ïðèðîñòà l-îé îòðàñëè íà åäèíèöó êàïèòàëà s-
ãî ýëåìåíòà òåõíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû; γj ñêîðîñòü ïðèðîñòà
êàïèòàëîâëîæåíèé j-ãî ýëåìåíòà òåõíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû çà
ñ÷åò àññèãíîâàíèé èç áþäæåòà è êðåäèòà áàíêà. Òàêèì îáðà-
çîì, âåêòîðíî-ìàòðè÷íîå îãðàíè÷åíèå (3.2) îòðàæàåò íå òîëüêî
ïðèðîäó èñòî÷íèêîâ ôèíàíñèðîâàíèß êàïèòàëîâëîæåíèé, íî è








σslxl  ñóììàðíàß ñêîðîñòü ðîñòà êà-
ïèòàëîâëîæåíèé s-ãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ
ñðåäñòâ.
Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèß ïëàíà ðàñïðåäåëåíèß êàïèòà-
ëîâëîæåíèé ui ïî îòðàñëßì, îáåñïå÷èâàþùåãî ïåðåõîä ïîñëåä-
íèõ èç íà÷àëüíûõ ñîñòîßíèé x0i â êîíå÷íûå ñîñòîßíèß x1i çà
âðåìß T . Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî âåëè÷èíû ui óäîâëåòâîðßþò
óñëîâèßì (3.2),(3.3) è âåêòîð ïëàíà u ôóíêöèß, ñóììèðóåìàß
ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0 + T ]. Äëß ðåøåíèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû ïåðâîãî ïàðàãðàôà ýòîé ãëàâû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ea ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè {n× n}, ïî ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû ai(t), îñòàëüíûå
ýëåìåíòû  íóëè, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà óðàâíåíèß (3.1) ìîæíî
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çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:
x˙ = Ea · u. (3.5)
ÌàòðèöàB(t), îïðåäåëåííàß ôîðìóëîé â ÷àñòè 1 (ëåììà 1) áóäåò
èìåòü âèä:
B(t) = Y −1(t)Ea · δ, (3.6)
ãäå Y (t)  ôóíäàìåíòàëüíàß ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé:
x˙ = Eaβ1σx, Y (t0) = E,
δ ∈ δβ; β1 = β∗(ββ∗)−1.
Ïóñòü, êàê è ïðåæäå




Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß:
F1(t) = Eaβ1γ(t), δ1 = (δ∗δ)−1δ∗.
Ïóñòü Rn 3 x0, x1  âåêòîðû ñ êîìïîíåíòàìè x0i , ñîîòâåòñòâåííî,
ξ0 = x0, i = 1, 2, . . . , n,




Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé â ýòîì ïàðàãðàôå çàäà÷è äàåòñß ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß: 1) ðàíã
ìàòðèöû β ðàâåí k, 0 < k < n; 2) ìàòðèöà A(t0, t0+T ) íåîñîáàß.
Òîãäà äëß òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïëàí ðàñïðåäåëåíèß èíâå-
ñòèöèé ïî îòðàñëßì ui(t) > 0, ui(t) 6= 0, i = 1, 2, . . . , n, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé ðàçâèòèå îòðàñëåé èç íà÷àëüíûõ ñîñòîßíèé x0i â
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êîíå÷íûå ñîñòîßíèß x1i , ãäå x1i > x0i > 0, i = 1, 2, . . . , n, çà âðå-
ìß T , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå
w2(t) ∈ Rn, t ∈ [t0, t0 + T ], ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé







C1(τ)w2(τ)dτ = ξ1 − ξ0, (3.8)
ãäå w2(t) âåêòîð-ôóíêöèß, ñóììèðóåìàß ñ êâàäðàòîì íà
[t0, t0 + T ], êîìïîíåíòàìè êîòîðîé ßâëßþòñß êâàäðàòû êîì-
ïîíåíò âåêòîðà w(t),




C(t, τ) = σ(t)Y (t)B(τ)δ1;
C1(t) = B(t)δ1. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïëàíîâ ðàñïðå-
äåëåíèß èíâåñòèöèé èìååò âèä:
u = β1(γ + σx) + δ(B∗c+ v¯), ãäå (3.9)
v¯ = v¯(t) = (δ∗δ)−1δ∗w2(t)−B∗(t)c, (3.10)
c = A−1(t0, t0 + T )(ξ1 − ξ0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé 1),2) äàííîé òåîðåìû è èç òåîðå-
ìû 1 ñëåäóåò, ÷òî îòðàñëè ìîæíî ïåðåâåñòè èç ëþáîãî íà÷àëü-
íîãî ñîñòîßíèß â ëþáîå êîíå÷íîå ñîñòîßíèå x1 > x0 çà âðåìß T
ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ ïëàíîâ ðàñïðåäåëåíèß êàïèòàëîâëîæåíèé,
3. Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèß èíâåñòèöèé 33
èìåþùèõ âèä (3.9), ãäå âåêòîð-ôóíêöèß v¯(t) ∈ Rn−k ñóììèðóåìà





Èç ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ïëàíîâ, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ òåîðå-
ìû 1, ñîãëàñíî òðåáîâàíèþ òåîðåìû, ñëåäóåò îòîáðàòü ïëàíû,
óäîâëåòâîðßþùèå óñëîâèþ (3.3), èëè u(t) > 0, u(t) 6= 0, t ∈
[t0, t0 + T ]. Åñëè ïåðåïèñàòü (3.9) â âèäå
u = u(v¯) = β1(γ + σx(v¯)) + δ(B∗c+ v¯), (3.11)
òî, î÷åâèäíî, íóæíî èç ìíîæåñòâà âåêòîð-ôóíêöèé v¯, ñóììèðó-
åìûõ ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0+T ] è óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ îð-
òîãîíàëüíîñòè, îòîáðàòü òàêèå, äëß êîòîðûõ áóäåò âûïîëíßòüñß
óñëîâèå (3.3). Äëß ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ôóíêöèþ
w2(t) ∈ Rn, èìåþùóþ ñâîèìè êîìïîíåíòàìè êâàäðàòû êîìïî-
íåíò ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè w(t) ∈ Rn è óäîâëåòâîðßþ-
ùóþ óñëîâèþ
u(t) = w2(t), t ∈ [t0, t0 + T ].
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, âåêòîð êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê îò-
ðàñëåé x(t), ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðó ïëàíîâ (3.11), èìååò âèä:
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Èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì:







Y −1(τ)F1(τ)dτ)] + δ(B∗(t)c+ v¯(t)).
Äàëåå, èñïîëüçóß óñëîâèå 1) òåîðåìû è ñâîéñòâî ìàòðèöû δ,










Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå äëß w2(t) ðàâíîñèëüíî äâóì ïî-
ñëåäíèì ðàâåíñòâàì, èç êîòîðûõ ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå (3.7). Äàëåå, ó÷èòûâàß, ÷òî v¯(t) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
îðòîãîíàëüíîñòè, ïîëó÷àåì óñëîâèå (3.8). Òàêèì îáðàçîì, åñëè
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.7) èìååò ðåøåíèå w(t), òî, ïîäñòàâ-
ëßß âûðàæåíèå äëß v¯(t) â (3.9), ïîëó÷èì òðåáóåìûé âåêòîð ïëà-
íà ðàñïðåäåëåíèß èíâåñòèöèé.
Ïîñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó íàõîæäåíèß òàêîãî ïëàíà ðàñïðåäå-
ëåíèß êàïèòàëîâëîæåíèé, ÷òî âìåñòî óñëîâèß (3.3), âûïîëíßåòñß
óñëîâèå
x(t) > 0, t ∈ [t0, t0 + T ]. (3.12)
Î÷åâèäíî, ïðè âûïîëíåíèè (3.3) ïîñëåäíåå óñëîâèå òàêæå âû-
ïîëíßåòñß, íî òåïåðü äîïóñêàåòñß ñïàä â ðàçâèòèè îòðàñëè i (åñ-
ëè ui < 0). Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî ïëàíà ðåøàåòñß ñëå-
äóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß 1), 2) òåîðåìû 3.
Òîãäà äëß òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïëàí ðàñïðåäåëåíèß êà-
ïèòàëîâëîæåíèé, äëß êîòîðîãî âûïîëíßåòñß óñëîâèå (3.12),
îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåõîä îòðàñëåé èç íà÷àëüíûõ ñîñòîßíèé
x0i > 0 â êîíå÷íûå ñîñòîßíèß x1i > x0i , i = 1, 2, . . . , n, çà âðå-
ìß T , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå




˙¯w2 = β1(γ + σw¯2),
óäîâëåòâîðßþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèßì
w¯2(t0) = x0, w¯2(t0 + T ) = x1,
ãäå ÷åðåç w¯2(t) îáîçíà÷åí âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ßâ-
ëßþòñß êâàäðàòû êîìïîíåíò âåêòîðà w¯(t). Ïðè ýòîì ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ ïëàíîâ ðàñïðåäåëåíèß êàïèòàëîâëîæåíèé èìå-
åò âèä (3.9), ãäå âåêòîð v¯ ßâëßåòñß ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé
δv¯ = E−1a ˙¯w
2 − β1γ − β1σw¯2 − δB∗c.
ãäå
c = A−1(t0, t0 + T )(ξ1 − ξ0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé 1), 2) òåîðåìû 3 è èç òåîðåìû
1 ñëåäóåò, ÷òî îòðàñëè ìîæíî ïåðåâåñòè èç ëþáîãî íà÷àëüíî-
ãî ñîñòîßíèß x0 > 0 â ëþáîå êîíå÷íîå x1 > x0 çà âðåìß T , ñ
ïîìîùüþ âåêòîðîâ ïëàíîâ ðàñïðåäåëåíèß èíâåñòèöèé (3.9), ãäå
v¯(t) ∈ Rn−k ñóììèðóåìà ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0 + T ] è óäîâëåòâî-
ðßåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè. Èç ýòîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
ïëàíîâ ñëåäóåò îòîáðàòü òàêèå, äëß êîòîðûõ âûïîëíßåòñß óñëî-
âèå (3.12), ò. å. èç ìíîæåñòâà ôóíêöèé v¯(t), îáëàäàþùèõ óêà-
çàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, íàäî îòîáðàòü òàêèå, äëß êîòîðûõ
âûïîëíßåòñß (3.12).
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ôóíêöèþ w¯2(t) ∈ Rn, èìåþ-
ùóþ ñâîèìè êîìïîíåíòàìè êâàäðàòû êîìïîíåíò ïðîèçâîëüíîé
âåêòîð-ôóíêöèè w¯(t) ∈ Rn è óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèþ:
x(t) = w¯2(t), t ∈ [t0, t0 + T ].
Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, áóäóò âûïîëíßòüñß ãðàíè÷íûå óñëîâèß:
w¯2(t0) = x0, w¯2(t0 + T ) = x1. (3.13)
Èñïîëüçóß âûðàæåíèå äëß x(t), ïîëó÷åííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 3, ïîëó÷èì:






Y −1(τ)F1(τ)dτ ] = w¯2(t).
Óìíîæàß ñëåâà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà Y −1(t), à çàòåì äèô-
ôåðåíöèðóß îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñß ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî
èíòåãðàëüíîå îòíîñèòåëüíî v¯(t) óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ñëå-
äóþùåìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî v¯(t):
BB∗c+Bv¯ + Y −1F1 = −Y −1Eaβ1σw¯2 + Y −1 ˙¯w2.
Óìíîæàß îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèß ñëåâà íà E−1a Y , ïî-
ëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî v¯:
δv¯ = E−1a ˙¯w
2 − β1γ − β1σw¯2 − δB∗c := f. (3.14)
Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå v¯ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè
ëþáîì t ∈ [t0, t0 + T ] ðàíã ìàòðèöû δ ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû (δ; f), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûïîëíßåòñß òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âåêòîð f ïðè ëþáîì t ∈ [t0, t0+T ] ïðèíàäëåæèò
ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòßíóòîìó íà ñòîëáöû ìàòðèöû δ. Ðàññìîò-
ðèì îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âåêòîðà E−1a ˙¯w2:
E−1a ˙¯w
2 = η1 + η2,
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ãäå η1 = η1(t) ∈ Rβ, η2 = η2(t) ∈ R⊥δ ; Rβ, R⊥δ ââåäåíû â ÷àñòè 1.
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî:
η1(t) = β∗η¯1(t), η2(t) = δη¯2(t).
Ïîäñòàâëßß ýòè âûðàæåíèß äëß η1(t), η2(t) â ïðåäûäóùåå ñîîò-
íîøåíèå è óìíîæàß ñëåâà íà β∗ ïîëó÷èâøååñß ðàâåíñòâî, íàé-
äåì η¯1(t):
η¯1(t) = (ββ∗)−1βE−1a ˙¯w
2.
Èç âèäà f è èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëß ðàçðåøèìîñòè





˙¯w2 = β1(γ + σw¯2), t ∈ [t0, t0 + T ].
Ýòî åñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç óñëîâèß òåî-
ðåìû 4.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß w¯(t) ýòîé ñèñòå-
ìû, óäîâëåòâîðßþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèßì (3.13), ßâëßåòñß
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû
(3.14) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè v¯, äëß êîòîðîé áóäåò âûïîëíßòüñß
(3.12).
4. Äîïóñòèìûé ïëàí
â ñëó÷àå ñêàëßðíîãî îãðàíè÷åíèß
Âåðíåìñß òåïåðü ê çàäà÷å, ïîñòàâëåííîé â ïàðàãðàôå 3 ýòîé ãëà-
âû, ò. å. áóäåì íàõîäèòü ïëàí ðàñïðåäåëåíèß èíâåñòèöèé äëß
ñèñòåìû (3.1) èëè (3.5) ïðè îãðàíè÷åíèßõ (3.2), (3.3), áåç ó÷åòà
òåõíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû êàïèòàëîâëîæåíèé. Åñòåñòâåííî, ê
äàííîìó ñëó÷àþ ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà-
ôà, íî ìîæíî óïðîñòèòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèß ïëàíà è ïîëó÷èòü
áîëåå íàãëßäíûå âûâîäû. Äëß ýòîãî áóäåì èñêàòü ui â âèäå
ui(t) = vi(t) + µi(t)xi(t), i = 1, 2, . . . , n, (4.1)
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ãäå vi(t)íåêîòîðàß ïîäëåæàùàß íàõîæäåíèþ ôóíêöèß. Ïîä-
ñòàâëßß ui èç (4.1) â (3.1) è (3.2), ïîëó÷àåì
x˙i = ai(t)vi + ai(t)µi(t)xi, i = 1, 2, . . . , n, (4.2)
n∑
i=1
vi(t) = g(t). (4.3)
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèß ïëàíà ui(t), i = 1, 2, . . . , n,
äëß ñèñòåìû (3.1) ïðè îãðàíè÷åíèè (3.2) ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ
íàáîðà ôóíêöèé vi = vi(t), i = 1, 2, . . . , n, êîòîðûé íàçîâåì âñïî-
ìîãàòåëüíûì ïëàíîì äëß ñèñòåìû (4.2) ïðè îãðàíè÷åíèè (4.3).
Êàê ñëåäóåò èç ïàðàãðàôà 1 ýòîé ãëàâû, áîëüøóþ ðîëü
ïðè ïîñòðîåíèè ïëàíà èãðàåò ñîîòâåòñòâóþùàß ôóíäàìåíòàëü-
íàß ìàòðèöà Y (t) ðåøåíèé íåêîòîðîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèìåíßß ïðåäñòàâëåíèå (4.1), äëß
äàííîãî ñëó÷àß ìàòðèöó Y (t) ìîæíî âûðàçèòü â ßâíîì âèäå, à
èìåííî â äèàãîíàëüíîì âèäå. Ïîêàæåì ýòî. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó
(4.2) è îãðàíè÷åíèå (4.3) â ìàòðè÷íîì âèäå
x˙ = Ea · v + Eaµ · x; (4.4)
I · v = g, (4.5)
ãäå äèàãîíàëüíàß ìàòðèöà ìàòðèöà Ea èìååò ai íà äèàãîíàëè;
Rn 3 v  âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè vi; Eaµäèàãîíàëüíàß ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè {n × n} ñ ýëåìåíòàìè ai(t)µi(t), i = 1, 2, . . . , n íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè; I ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè {1×n}, ñîñòîßùàß
èç åäèíèö.
Òåïåðü, ñëåäóß ñõåìå, èçëîæåííîé â ïàðàãðàôå 1, îñâîáîäèì-
ñß îò ñâßçåé (4.5). Äëß ýòîãî âîñïîëüçóåìñß ðàññóæäåíèåì, c
ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (1.6). Àíàëîãè÷íîå âû-
ðàæåíèå äëß v, ïîëó÷àþùååñß èç (4.5), èìååò âèä:
v = v(t) = I∗(II∗)−1g(t) + δ¯v¯(t) =
g(t)
n
I∗ + δ¯v¯(t), (4.6)
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ãäå δ¯ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè {n×(n−1)}, ñòîëáöû êîòîðîé îáðà-
çóþò áàçèñ â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòß-
íóòîãî íà âåêòîð-ñòðîêó I; îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö
÷åðåç {δ¯}I ; Rn−1 3 v¯(t) ïðîèçâîëüíàß, ñóììèðóåìàß ñ êâàäðà-
òîì íà [t0, t0 + T ] âåêòîð-ôóíêöèß. Ïîäñòàâëßß v(t) èç (4.6) â
(4.4), ïîëó÷èì ñèñòåìó:




ãäå I∗a ∈ Rn 3 a∗ âåêòîð-ñòîëáåö ñ ýëåìåíòàìè ai(t), i =
1, 2, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (4.4) ñ îãðàíè÷åíèåì (4.5)
ñâåäåíà ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå (4.7) áåç îãðàíè÷åíèé. Êàê
îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Y (t) ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðå-
øåíèé ñèñòåìû
x˙ = Eaµx,
ïðè÷åì Y (t0) = E. Î÷åâèäíî, ÷òî âèä Y (t) äèàãîíàëüíàß




, i = 1, 2, . . . , n, íà ãëàâ-






íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ââåäåì, ñëåäóß îáùåé
ñõåìå ðàññóæäåíèé, ìàòðèöû B(t), A(t0, t0 + T ):
B(t) = Y −1(t)Eaδ¯, (4.8)




Äîêàæåì óòâåðæäåíèå îá óñëîâèßõ îñîáåííîñòè ìàòðèöû
A(t0, t0 + T ).
Ëåììà 7. Äëß òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà A(t0, t0 + T ) áûëà îñî-
áîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïîñòîßí-
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j = 2, 3, . . . , n; t ∈ [t0, t0 + T ].
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî [30], îñîáåííîñòü ìàòðèöû
A(t0, t0+T ) ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû
B(t). Äàëåå, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 3, ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0+T )
íå çàâèñèò îò ìàòðèöû δ¯, îáëàäàþùåé óêàçàííûìè âûøå ñâîé-




1 1 1 · · · 1
−1 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · −1
 , (4.10)




1 i = 1, l = 1, 2, . . . , n− 1
−1, i = l + 1, l = 1, 2, . . . , n− 1
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àßõ.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà δ¯ èìååò ñâîéñòâà ëèíåéíîé íåçà-
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Ëèíåéíàß çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû B(t) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ïîñòîßííûå λi, i = 1, 2, . . . , n, ñðåäè êîòîðûõ åñòü íåíó-


































t ∈ [t0, t0 + T ].
Åñëè λ1 = 0, òî ó÷èòûâàß, ÷òî ai 6= 0, t ∈ [t0, t0 + T ], ïîëó÷àåì:
λi = 0, j = 2, 3, . . . , n.
Åñëè äëß íåêîòîðîãî k : 2 6 k 6 n, λk = 0, òî, î÷åâèäíî,
λ1 = 0 è ñíîâà èìååì λi = 0, i = 1, 2, . . . , n.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê
B(t), λi 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. Ââîäß îáîçíà÷åíèå di = λ1λj , j =
2, 3, . . . , n, èç (4.11) ïîëó÷àåì, ÷òî ëèíåéíàß çàâèñèìîñòü ñòðîê
ìàòðèöû B(t) ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ ñîîòíîøåíèé, ñôîðìó-
ëèðîâàííûõ â äàííîé ëåììå.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ai(t) = ai0 , µi(t) = µi0 , i = 1, 2, . . . , n, ãäå
ai0 , µi0 - ïîñòîßííûå âåëè÷èíû, òî ìàòðèöà A(t0, t0+T ) áóäåò
îñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:
ai0µi0 = aj0µj0 , i, j = 1, 2, . . . , n. (4.12)
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèß èç ëåììû 7 ïðè-
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íèìàþò âèä:
d2a10(t)e
−a10µ10(t−t0) = a20(t)e−a20µ20 (t−t0)
d3a10(t)e
−a10µ10(t−t0) = a30(t)e−a30µ30 (t−t0)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dna10(t)e
−a10µ10 (t−t0) = an0(t)e−an0µn0 (t−t0)
(4.13)
t ∈ [t0, t0 + T ].
Òàê êàê ñîîòíîøåíèß (4.13) äîëæíû âûïîëíßòüñß ïðè ëþáîì t ∈
[t0, t0 + T ], òî ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîßííûõ dj 6= 0, j = 2, 3, . . . , n,
äëß êîòîðûõ âûïîëíßåòñß (4.13) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñî-
îòíîøåíèé (4.12).
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ïëàíà ïðè çà-
äàííîé ôóíêöèè g(t).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîñòîßííûõ âåëè÷èí
dj 6= 0, j = 2, 3, . . . , n, ÷òî âûïîëíßþòñß ðàâåíñòâà èç ëåììû 7.
Òîãäà äëß òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïëàí ðàñïðåäåëåíèß êàïè-
òàëîâëîæåíèé ïî îòðàñëßì ui(t) > 0, ui(t) 6= 0, i = 1, 2, . . . , n,
îáåñïå÷èâàþùèé èõ ðàçâèòèå èç íà÷àëüíûõ ñîñòîßíèé x0i > 0 â
êîíå÷íûå ñîñòîßíèß x1i > x0i , i = 1, 2, . . . , n, çà âðåìß T , íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà âåêòîð-ôóíêöèß




B(τ)v¯(τ)dτ = 0; (4.14)
ui(t, v¯) = µi(t)xi(t, v¯) + δ¯∗i (B
∗(t)c+ v¯(t)) + ai(t) · g(t)
n
> 0; (4.15)
ui(t, v¯) 6= 0; t ∈ [t0, t0 + T ]; i = 1, 2, . . . , n, (4.16)
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ãäå:























δ¯∗i  i-àß ñòðîêà ìàòðèöû δ¯ ∈ {δ¯}I ;
c = A−1(t0, t0 + T )(Y −1(t0 + T )x1 −
t0+T∫
t0





Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ïëàíîâ ðàñïðåäåëåíèß èìååò âèä (4.15),
à êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè îòðàñëåé îïðåäåëßþòñß âû-
ðàæåíèåì äëß xi(t, v¯).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå íåñóùåñòâîâàíèß dj ãàðàíòèðóåò, ñî-
ãëàñíî ëåììå 7, íåîñîáåííîñòü ìàòðèöû A(t0, t0+ T ), à òîãäà èç
òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïëàíà, îáåñïå÷èâàþùåãî ïå-
ðåõîä îòðàñëåé èç ëþáîãî ñîñòîßíèß x0 > 0 â ëþáîå ñîñòîßíèå
x1 > x0 çà âðåìß T .
Ñîîòíîøåíèß (4.15), (4.16) îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå òà-
êèõ v¯(t), óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ (4.14), ÷òî âûïîëíßåòñß
ui(t) > 0, ui(t) 6= 0 ïðè t ∈ [t0, t0 + T ]. Ñîîòíîøåíèå (4.15) ïîëó-
÷àåòñß èç (4.1) ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 1 ê ñèñòåìå (4.4) ñ îãðàíè-
÷åíèåì (4.5). Âûðàæåíèå äëß xi(t, v¯) ïîëó÷àåòñß ïîñëå èíòåãðè-
ðîâàíèß i-ãî óðàâíåíèß ñèñòåìû (4.7) ïðè v¯(t) = B∗(t)c + v¯(t).
Ïðè ýòîì, âñëåäñòâèå äèàãîíàëüíîñòè ìàòðèöû Eaµ, èíòåãðè-
ðîâàíèå êàæäîãî óðàâíåíèß ñèñòåìû (4.7) ìîæíî ïðîèçâîäèòü
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íåçàâèñèìî îò äðóãèõ óðàâíåíèé, ÷òî îïðàâäûâàåò ïðèìåíåíèå
ïðåîáðàçîâàíèß (4.1).
Äàëåå, ñôîðìóëèðóåì óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ïëàíà, äëß êî-
òîðîãî âûïîëíåíî áîëåå ñëàáîå, ïî ñðàâíåíèþ ñ (3.3), îãðàíè÷å-
íèå, à èìåííî - x(t) > 0, t ∈ [t0, t0 + T ].
Òåîðåìà 6. Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò ïîñòîßííûõ dj 6= 0, òà-
êèõ, ÷òî âûïîëíßþòñß ðàâåíñòâà èç çàêëþ÷åíèß ëåììû 7,
j = 2, 3, . . . , n. Òîãäà äëß òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïëàí ðàñ-
ïðåäåëåíèß êàïèòàëîâëîæåíèé, äëß êîòîðîãî x(t) > 0, t ∈
[t0, t0 + T ], îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåõîä îòðàñëåé èç íà÷àëüíûõ ñî-
ñòîßíèé x0i > 0 â êîíå÷íûå ñîñòîßíèß x1i > x0i , i = 1, 2, . . . , n
çà âðåìß T , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà
âåêòîð-ôóíêöèß v¯(t) ∈ Rn−1, ñóììèðóåìàß ñ êâàäðàòîì íà
[t0, t0 + T ] è óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèßì (4.14), è
xi(t, v¯) > 0; t ∈ [t0, t0 + T ]; i = 1, 2, . . . , n,
ãäå xi(t, v¯) èìååò òàêîé æå âèä êàê â òåîðåìå 5.
Ïðè ýòîì âñåâîçìîæíûå ïëàíû ðàñïðåäåëåíèß êàïèòàëî-
âëîæåíèé ui(t), i = 1, 2, . . . , n, çàäàþòñß âûðàæåíèåì (4.15).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû î÷åâèäíî.
5. Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìîãî ïëàíà
â âûðîæäåííîì ñëó÷àå
Åñëè ìàòðèöà A(t0, t0+T ) îñîáàß, òî, ðàñïðåäåëåíèß èíâåñòèöèé
èìååò ðåøåíèå íå âñåãäà. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß ðàññóæäåíè-
ßìè èç ïàðàãðàôà 2 è ïîëó÷èòü óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè, íî ìû
èçìåíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. À èìåííî: áóäåì èñêàòü ïëàí, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé ïåðåõîä îòðàñëåé çà âðåìß T èç ñîñòîßíèé x0i > 0 â
ñîñòîßíèß xi(t0 + T ) > x1i , ãäå x1i > x0i . Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåò-
ñß ïîñòðîèòü òàêîé ïëàí, ÷òîáû îòðàñëè ê çàäàííîìó ìîìåíòó
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âðåìåíè èìåëè êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, íå ìåíüøèå çà-
äàííûõ.
Äëß òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü óñëîâèß òåîðåìû 2, ñäåëà-
åì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèß. Ïóñòü â ôîðìóëèðîâêå ýòîé òåîðå-
ìû ìàòðèöà A(t0, t0 + T ) è ôóíäàìåíòàëüíàß ìàòðèöà Y (t) ,
Y (t0) = E òàêèå æå êàê â òåîðåìå 3; Ω(x, t)ìíîæåñòâî ïëàíîâ
u(t), îïðåäåëßåìîå äëß ñèñòåìû (3.5) ñ îãðàíè÷åíèåì (3.4) òàê
æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî â òåîðåìå 2; âåêòîðû ξ1, ξ0
çàäàþòñß êàê îáû÷íî:
ξ1 = Y −1(t0 + T )x1 −
t0+T∫
t0
Y −1(τ)F1(τ)dτ ; ξ0 = x0,
ãäå F1(t) òàêîå æå êàê â òåîðåìå 3.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ïëàíà, ïåðå-
âîäßùåãî îòðàñëè â îáëàñòü Λ(x1) = {x : x > x1, x, x1 ∈ Rn}.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 2 è ïóñòü ñè-
ñòåìà (2.5) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî z2. Òîãäà äëß òîãî, ÷òî-
áû ñóùåñòâîâàë ïëàí ðàñïðåäåëåíèß êàïèòàëîâëîæåíèé, óäî-
âëåòâîðßþùèé óñëîâèþ (3.3) è ïåðåâîäßùèé îòðàñëè èç ñîñòî-
ßíèß x0 > 0 â îáëàñòü Λ(x1) çà âðåìß T , ãäå x1 > x0, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà âåêòîð-ôóíêöèß
w(t) ∈ Rn, óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèßì òåîðåìû 3. Ïðè ýòîì
âåêòîð c òåïåðü èìååò âèä (2.6), âåêòîðû ïëàíîâ è êîëè÷å-
ñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê îòðàñëåé çàäàþòñß ôîðìóëàìè èç
òåîðåìû 3, óñëîâèå (3.8) ïðèìåò âèä:
t0+T∫
t0
C1(τ)w2(τ)dτ = ξ1 − ξ0 +R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 2 ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå ïëàíà ui(t), i = 1, 2, . . . , n, ïåðåâîäßùåãî îòðàñëè
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èç ñîñòîßíèß x0 â îáëàñòü Λ(x1) (êàê óêàçûâàëîñü â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 2, ýòî âîçìîæíî íå äëß ëþáûõ x1). Ñóùåñòâîâàíèå
æå âåêòîðà w(t), óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèßì òåîðåìû 3, îáåñ-
ïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèß (3.3).
Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 2 è ñèñòå-
ìà (2.5) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî z2. Òîãäà äëß òîãî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàë ïëàí ðàñïðåäåëåíèß êàïèòàëîâëîæåíèé ui(t), i =
1, 2, . . . , n, äëß êîòîðîãî âûïîëíßåòñß óñëîâèå x(t) > 0, ïåðåâî-
äßùèé îòðàñëè èç ñîñòîßíèß x0 > 0 â îáëàñòü Λ(x1) çà âðåìß
T , ãäå x1 > x0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà
âåêòîð-ôóíêöèß w¯(t) ∈ Rn, óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèßì òåîðå-
ìû 4. Ïðè ýòîì òåïåðü âåêòîð c èìååò âèä (2.6), ãðàíè÷íûå
óñëîâèß çàäàþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
w¯2(t0) = x0; w¯2(t0 + T ) = x1 + z2,
âåêòîðû ïëàíîâ è êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê îòðàñëåé
çàäàþòñß ôîðìóëàìè èç òåîðåìû 3.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé
òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèß ïëàíà â ñëó÷àå ñêàëßðíî-
ãî îãðàíè÷åíèß (3.2). Ïîñêîëüêó ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îãðàíè÷å-
íèß (3.4), òî äëß íåãî ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû òåîðåì 7, 8, íî
ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå íàãëßäíûå ðåçóëüòàòû, îñîáåííî äëß
ïîñòîßííûõ ai, µi, i = 1, 2, . . . , n, ñâßçàííûå ñ óïðîùåíèåì óñëî-
âèß òåîðåìû 2 î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (2.5) îòíîñèòåëüíî z2.
Èòàê, ïóñòü â ñèñòåìå (3.1) âåëè÷èíû ai, µi, i = 1, 2, . . . , n
ßâëßþòñß ïîñòîßííûìè:
ai(t) = ai0 > 0, µi(t) = µi0 > 0, i = 1, 2, . . . , n,
ãäå ai0 , µi0  çàäàííûå êîíñòàíòû.
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Ëåììà 8. Ïóñòü ìàòðèöà A(t0, t0+ T ) äëß ñèñòåìû (3.1) ïðè
îãðàíè÷åíèè (3.2) äëß ïîñòîßííûõ ai, µi ßâëßåòñß îñîáîé. Òî-
ãäà äëß ñóùåñòâîâàíèß óïðàâëåíèß u(t), ïåðåâîäßùåãî ñèñòåìó
(3.1) ïðè îãðàíè÷åíèè (3.2) èç ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîßíèß x0 â
















η = ai0µi0 , i = 1, 2, . . . , n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî η =
ai0µi0 , i = 1, 2, . . . , n èìååò ñìûñë, òàê êàê îñîáåííîñòü ìàòðè-
öû A(t0, t0+ T ), ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ ëåììû 7, ýêâèâàëåíòíà ðà-
âåíñòâó äðóã äðóãó ïðîèçâåäåíèé ai0µi0 , i = 1, 2, . . . , n. ×åðåç η
îáîçíà÷åíî èõ îáùåå çíà÷åíèå. Ïóñòü ñíà÷àëà η 6= 0.
Èòàê, ïóñòü ñèñòåìà (3.1) ñ îãðàíè÷åíèåì (3.2) ïðèâåäåíà ê
ñèñòåìå (4.7). Äëß ñóùåñòâîâàíèß óïðàâëåíèß v¯(t), ïåðåâîäßùå-
ãî ýòó ñèñòåìó èç ñîñòîßíèß x0 â ñîñòîßíèå x1 + z2 çà âðåìß
T , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 2, ÷òîáû èìåëà ðåøåíèå ñèñòåìà (2.9). Îïðåäåëèì êîí-
êðåòíûé âèä âõîäßùèõ â ñèñòåìó (2.9) âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ
âåëè÷èí äëß ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àß. Â êà÷åñòâå δ âîçüìåì
ìàòðèöó (4.10). Òîãäà ïîëó÷èì:
B(t) = Y −1(t)Eδ = e−η(t−t0)

a10 a10 a10 . . . a10
−a20 0 0 . . . 0
0 −a30 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −an0
 ;
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×

(n− 1)a210 −a10a20 −a10a30 . . . −a10an0
−a10a20 a220 0 . . . 0
−a10a30 0 a230 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .






(n− 1)a210 −a10a20 −a10a30 . . . −a10an0
−a10a20 a220 0 . . . 0
−a10a30 0 a230 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−a10an0 0 0 . . . a2n0
 .
Åñëè ξ1i , ξ0i , Riêîìïîíåíòû âåêòîðîâ ξ1, ξ0, R(âåêòîð R ââåäåí â











Ri = e−η(t0+T )z2i , i = 1, 2, . . . , n,
ãäå z2i êîìïîíåíòû âåêòîðà z2.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0 + T ) ðàâåí n −
1. Äåéñòâèòåëüíî, A(t0, t0 + T )îñîáàß ìàòðèöà, à ìèíîð n − 1
ïîðßäêà: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a220 0 0 . . . 0
0 a230 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a2n0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ðàâåí (a20 · a30 · . . . · an0)2, ò. å. íå ðàâåí íóëþ.
Äëß ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (2.9) îòíîñèòåëüíî c íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû A(t0, t0 + T ) ðàâíßëñß ðàíãó
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû {A(t0, t0 + T ); ξ1 − ξ0 + R}, ïîëó÷åííîé
ïðèïèñûâàíèåì ê A(t0, t0 + T ) ñòîëáöà ξ1 − ξ0 +R.
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Èìååì:






(n− 1)a210 −a10a20 −a10a30 . . . −a10an0
−a10a20 a220 0 . . . 0
−a10a30 0 a230 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−a10an0 0 0 . . . a2n0
;








. . . . . . . . .





Óìíîæèì j-óþ ñòðîêó ýòîé ìàòðèöû íà a10aj0 , j = 2, 3, . . . , n è
çàòåì ïðèáàâèì âñå ñòðîêè ê ïåðâîé ñòðîêå. Òîãäà ïåðâàß ñòðîêà
ïðèìåò âèä:0 0 . . . 0; e−η(t0+T )
















 ≡ (0 0 . . . 0; d).
Äàëåå, óìíîæèì j-ûé ñòîëáåö ïîëó÷èâøåéñß ìàòðèöû íà
a10
aj0
, j = 2, 3, . . . , n è ïðèáàâèì ýòè ñòîëáöû ê ïåðâîìó. Òîãäà ïåð-
âûé ñòîëáåö ñòàíåò íóëåâûì. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðîâåäåííûõ




0 0 . . . 0
0 a220 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a2n0
 ;
d
ξ12 +R2 − ξ02
. . .
ξ1n +Rn − ξ0n

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Åäèíñòâåííûé ìèíîð n-ãî ïîðßäêà â ýòîé ìàòðèöå, êîòîðûé ìî-
æåò íå ðàâíßòüñß íóëþ, ýòî ìèíîð, ñîñòàâëåííûé èç âñåõ ñòîëá-
öîâ, êðîìå ïåðâîãî. Âåëè÷èíà ýòîãî ìèíîðà ðàâíà m(n):





· (a20a30 · . . . · an0)2.
Äëß òîãî, ÷òîáû m(n) = 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
d = 0, ò. å. ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî:
e−η(t0+T )






































Ïîñêîëüêó zi, i = 1, 2, . . . , n ïðîèçâîëüíûå âåëè÷èíû, òî äëß òî-
ãî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âûïîëíßëîñü íåðàâåíñòâî èç ëåììû 8.
Ïóñòü òåïåðü η = 0. Ýòî ìîæåò áûòü ëèøü êîãäà âûïîëíßåò-
ñß µi0 = 0, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà:
A(t0, t0 + T ) = T

(n− 1)a210 −a10a20 . . . −a10an0
−a10a20 a220 . . . 0
. . . . . . . . . . . .









g(τ)dτ ; Ri = z2i , i = 1, 2, . . . , n.




















îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå èç ëåììû 8 ïðè η = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïðîâåäåíî äëß ìàòðèöû δ, èìåþùåé
âèä (4.11), íî â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñëî-
âèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (2.5) îòíîñèòåëüíî z2 íå çàâèñèò îò
âûáîðà δ. Òàêèì îáðàçîì, è óñëîâèå èç ëåììû 8 íå çàâèñèò îò
âûáîðà δ.
Çàìå÷àíèå 11. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû â êà÷åñòâå íóëå-
âûõ áûëè ïîëó÷åíû ïåðâûé ñòîëáåö è ïåðâàß ñòðîêà ìàòðèöû
A(t0, t0+T ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå èç ëåììû 8 íå èçìåíèòñß,
åñëè íóëåâûìè äåëàòü ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö è ñòðîêó ìàòðèöû
A(t0, t0 + T ).
Çàìå÷àíèå 12. Íåðàâåíñòâî èç ëåììû 8 íàêëàäûâàåò îãðàíè÷å-
íèå íà çíà÷åíèß x1i ïðè ïðîèçâîëüíûõ x0i . Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
x1, êîìïîíåíòû êîòîðûõ x1i óäîâëåòâîðßþò ýòîìó íåðàâåíñòâó
ðàíåå áûëî íàçâàíî ìíîæåñòâîì z2-äîñòèæèìîñòè. Òàêèì îáðà-
çîì, èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî z2-äîñòèæèìîñòè äëß
ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ßâëßåòñß n-ìåðíûì ïîëóïðîñòðàíñòâîì.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèß ïëàíà äëß
ñêàëßðíîãî îãðàíè÷åíèß (3.2) â ñëó÷àå ïîñòîßííûõ ai, µi, i =
1, 2, . . . , n.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß ëåììû 8. Òîãäà äëß òî-
ãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïëàí ðàñïðåäåëåíèß êàïèòàëîâëîæåíèé
ui, i = 1, 2, . . . , n, ïåðåâîäßùèé îòðàñëè èç ñîñòîßíèß x0 > 0 â
îáëàñòü Λ(x1) çà âðåìß T , ãäå x1 > x0, óäîâëåòâîðßþùèé:
1) óñëîâèþ (3.3) èëè
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2) óñëîâèþ (3.12), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàëà âåêòîð-ôóíêöèß v¯(t) ∈ Rn−1, ñóììèðóåìàß ñ êâàäðà-
òîì íà [t0, t0 + T ], óäîâëåòâîðßþùàß (4.14) è
1) óñëîâèßì (4.15), (4.16) èëè
2) óñëîâèþ xi(t, v¯ > 0, t ∈ [t0, t0 + T ], i = 1, ..., n, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðè ýòîì ïëàí ðàñïðåäåëåíèß èìååò âèä (4.15).
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñß òàê æå, êàê äëß òåîðåì 5,6.
Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ïëàíû, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ðàññìàò-
ðèâàåòñß â ïîñëåäíåé òåîðåìå â ñëó÷àå ai0 = a, i = 1, 2, . . . , n,
ãäå açàäàííàß ïîñòîßííàß, a > 0. Äëß óïðîùåíèß çàïèñè ïîëî-
æèì a = 1. Ïðè ýòîì ïëàíû ïî÷òè íå èçìåíßò âèä. Â êà÷åñòâå
ìàòðèöû δ áåðåì (4.11). Òîãäà ïðè η 6= 0 (ò. å. ïðè µi0 = µ 6= 0)
ïîëó÷èì:




n− 1 −1 −1 . . . −1
−1 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 0 0 . . . 1
 .






−1 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 0 0 . . . 1
 ,
ò. å. A˜ ïîëó÷àåòñß èç A(t0, t0+T ) îòáðàñûâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè.
Ñëåäîâàòåëüíî ξ˜1, ξ˜0, R˜ ïîëó÷àþòñß èç ξ1, ξ0, R ñîîòâåòñòâåííî
îòáðàñûâàíèåì ïåðâûõ êîìïîíåíò.






1− n 1 1 . . . 1
1 1− n 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1− n
.
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ò. å. åãî êîìïîíåíòû ðàâíû îäíîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîßííîé c0.






































x0i + (n− 2)(e−µ(t0+T )(x1j+z2j )− x0j )
}
+ c0; j = 2, 3, . . . , n.
Äàëåå, åñëè v¯i(t)êîìïîíåíòû âåêòîðà v¯ = B∗c+ v¯, òî:
v¯i(t) = (2− n)






+ v¯i(t), i = 1, 2, . . . , n− 1,
ãäå v¯i(t), i = 1, 2, . . . , n − 1êîìïîíåíòû âåêòîðà v¯(t), ñóììèðóå-
ìûå ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0 + T ] è óäîâëåòâîðßþùèå óñëîâèþ:
t0+T∫
t0
e−µτ v¯i(τ)dτ = 0, i = 1, 2, . . . , n− 1,
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êîòîðîå ñëåäóåò èç (4.14).



























k = 2, 3, . . . , n; vj(t) íàõîäßòñß èç ïîëó÷åííûõ âûøå âûðàæåíèé,
ãäå â êà÷åñòâå v¯i(t), i = 1, 2, . . . , n− 1 áåðóòñß ôóíêöèè, óäîâëå-
òâîðßþùèå óñëîâèþ óñëîâèßì îðòîãîíàëüíîñòè, ïðèâåäåííûì
âûøå, ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòîì íà [t0, t0 + T ], à òàêæå óäî-
âëåòâîðßþùèå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
ui(t) = ui(t, v¯) > 0
èëè
xi(t) = xi(t, v¯) > 0,
â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâàíèé, ïðåäúßâëßåìûõ ê ïëàíó. Êðîìå
òîãî, êîìïîíåíòû âåêòîðà x1 äîëæíû óäîâëåòâîðßòü íåðàâåí-
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Çàäà÷è óïðàâëåíèß òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè ïðèâîäßò ê
ïîñòðîåíèþ ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ÷òî îáóñëîâëå-
íî, â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷èñëåííîñòüþ âçàèìîñâßçåé ìåæäó ðàç-
ëè÷íûìè ïîäñèñòåìàìè. Ó÷åò èõ ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêèì ñè-
ñòåìàì, àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êîòîðûõ âåñüìà çàòðóäíè-
òåëüíî. Òàê, íàïðèìåð, îäíîé èç ïðè÷èí îòñóòñòâèß óäîâëå-
òâîðèòåëüíûõ ìîäåëåé òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ öåëëþëîçíî-
áóìàæíîãî ïðîèçâîäñòâà ñâßçàíî ñ åãî ìíîãîñòóïåí÷àòîñòüþ.
Ïðîèçâîäñòâî öåëëþëîçû ìîæíî ðàçáèòü íà ñòàäèè ñìåøåíèß,
íàãðåâà, äèôôóçèè, õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé è ò.ä. Î÷åâèäíî,
÷òî âçàèìîâëèßíèå ýòèõ ñòàäèé îïðåäåëßåò êà÷åñòâî ïðîöåññà,
íî æåëàíèå ó÷åñòü ìíîãîñòàäèéíîñòü ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì
ñèñòåìàì óðàâíåíèé ñ ìíîãî÷èñëåííûìè îãðàíè÷åíèßìè. Äðó-
ãèì ïðèìåðîì ñèñòåìû ñî ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèßìè ßâëßåò-
ñß ïðîöåññ áèîëîãè÷åñêîé î÷èñòêè ñòî÷íûõ âîä. Àêòèâíûé èë,
îñíîâíîé ôàêòîð ýòîãî ïðîöåññà, ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñëîæíóþ
ñèñòåìó ðàçëè÷íûõ âèäîâ ìèêðîîðãàíèçìîâ, ìåæäó êîòîðûìè
ñóùåñòâóþò îòíîøåíèß õèùíè÷åñòâà, ñèìáèîçà, êîíêóðåíöèè.
Ïðè ýòîì ñòðóêòóðà èëà óñëîæíßåòñß ïðè óâåëè÷åíèè âðåìå-
íè åãî íàõîæäåíèß â àýðîòåíêå. Ê ñèñòåìàì, â êîòîðûõ âàæ-
íóþ ðîëü èãðàþò èçìåíßþùèåñß âî âðåìåíè âçàèìîñâßçè îáðà-
çóþùèõ èõ ïîäñèñòåì, òàêæå ìîæíî îòíåñòè êðóïíûå ïðîèçâîä-
ñòâåííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñß îáúåêòû ñ ïåðåìåííûì êî-
ëè÷åñòâîì ðàáîòàþùèõ äâèãàòåëåé, ïðîöåññû àãðåãè - ðîâàíèß
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ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè àêòèâ-
íî ðàçâèâàåòñß òåîðèß ìåòàïîïóëßöèé, èññëåäóþùàß ïðîöåññû
ìèãðàöèè, êîëîíèçàöèè íîâûõ àðåàëîâ, âûìèðàíèß ïîïóëßöèé.
Âñå ýòè è ìíîãèå äðóãèå àíàëîãè÷íûå ñèñòåìû èìåþò îáùèå
ñâîéñòâà: â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèß èõ ñòðóêòóðà èçìåíß-
åòñß. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè ñîñòîßò èç íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà âçà-
èìîñâßçàííûõ ïîäñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò íà ðàçëè÷íûõ ïðîìå-
æóòêàõ âðåìåíè íàõîäèòüñß â ïàññèâíîì èëè àêòèâíîì ðåæèìå.
Â [15] [19] áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä äëß îïèñàíèß äèíàìèêè
ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé â ñèñòåìå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñîñòàâ
ñèñòåìû S ìîãóò âõîäèòü ïîäñèñòåìû Si ∈ {S1, . . . , Sn}, ïîä-
êëþ÷àßñü ê S èëè îòêëþ÷àßñü îò íåå. Ïðè ýòîì ïîäñèñòåìû,
âõîäßùèå â S, âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. Ââåäåì âåêòîð
γ(t) = (γ1, ..., γn) òàêîé, ÷òî γi(t) = 1, åñëè ïîäñèñòåìà Si â ìî-
ìåíò âðåìåíè t âõîäèò â S, γi(t) = 0  â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âåê-
òîð γ(t) íàçûâàåòñß âíåøíåé ñòðóêòóðîé ñèñòåìû S â ìîìåíò
âðåìåíè t. Äëß çàäàíèß äèíàìèêè ñòðóêòóðû γ(t) â [17], [18]
ïðåäëîæåíî ïîíßòèå ñèñòåìû ñî ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèßìè
(ÑÑÈ), êîòîðóþ ìîæíî îòíåñòè ê êëàññó ãèáðèäíûõ ñèñòåì. Ïðè
ýòîì äëß ðåàëèçàöèè ÑÑÈ áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä äèíàìè÷åñêîé
äåêîìïîçèöèè. Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëß îïèñàíèß äèíà-
ìèêè ñèñòåìû, ïîìèìî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, ââîäßòñß äîïîëíè-
òåëüíûå ïåðåìåííûå, çàäàâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-
íèßìè. Ïðè äîñòèæåíèè ýòèìè ïåðåìåííûìè íåêîòîðûõ ïîðîãî-
âûõ çíà÷åíèé ïðîèñõîäèò îòêëþ÷åíèå èëè ïîäêëþ÷åíèå ïîäñè-
ñòåìû ê ñèñòåìå. Òåì ñàìûì ñèñòåìà ïåðåõîäèò â äðóãîå ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî, âîçìîæíî, íå ìãíîâåííî, à ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìß.
Åñëè äîïóñòèìû òîëüêî ñòðóêòóðû âèäà γ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0),
ãäå ïåðâûå k ýëåìåíòîâ âåêòîðà ñòðóêòóðû ðàâíû 1, à îñòàëü-
íûå  0, è ïåðåõîä ìåæäó ñòðóêòóðàìè ïðîèñõîäèò äîáàâëåíèåì
(k + 1)-é åäèíèöû èëè èñêëþ÷åíèåì k-é åäèíèöû, òî ñèñòåìà S
íàçûâàåòñß ïîñëåäîâàòåëüíîé ÑÑÈ, èëè S-ñèñòåìîé. Åñëè âîç-
ìîæíû ïðîèçâîëüíûå ñòðóêòóðû è ïåðåõîäû ìåæäó íèìè, òî
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S íàçûâàåòñß ïàðàëëåëüíîé ÑÑÈ, èëè P -ñèñòåìîé. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî S- ñèñòåìà íàõîäèòñß â ñîñòîßíèè S(k), åñëè îíà
èìååò ñòðóêòóðó γ = (1, . . . , 0, . . . , 0) ñ åäèíèöàìè íà k ïåðâûõ
ìåñòàõ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíóþ S-ñèñòåìó [15]
ñî ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèßìè (ÑCÈ), êîòîðàß ïðè óñëîâèè
y(t) ∈ ∆k = (yk, yk+1), k ∈ {1, 2, . . . , n}, (1.1)
ãäå ykçàäàííûå ïîñòîßííûå (ïîðîãîâûå çíà÷åíèß) ïðè k 6=
1, 2, y1 = −∞, yn+1 = +∞, çàäàåòñß óðàâíåíèßìè
X˙k = AkXk, (1.2)
y˙ = BTk Xk, (1.3)
ãäå XTk = (x1, x2, . . . , xk), BTk = (b1, b2, . . . , bk), (·)T  ñèìâîë îïå-
ðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèß, Ak  êâàäðàòíàß ìàòðèöà ïîðßäêà k
ñ ïîñòîßííûìè ýëåìåíòàìè aij .
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà S íàõîäèòñß â
ñòàäèè, èëè ñîñòîßíèè, Sk, èëè ÷òî S çàäàåòñß ïîäñèñòåìîé Sk.
Çàìå÷àíèå 1. Äëß ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïå-
ðåìåííûå xi ßâëßþòñß ñêàëßðíûìè. Òîãäà Si  îäíîìåðíàß ïîä-
ñèñòåìà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ñîñòîßíèß (xi, yi). Íî âñå
äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèß è ðàññóæäåíèß îñòàíóòñß â ñèëå, åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî xi  âåêòîð, à ïîñòîßííûå êîýôôèöèåíòû  ìàòðè-
öû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.
Äàëåå, ïóñòü ïðè ïîïàäàíèè òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.2),(1.3)
èç îáëàñòè (1.1) íà ïëîñêîñòü y = yk â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t− ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ñòàäèè Sk ê ñòàäèè Sk−1 ïðè
2 6 k 6 n, à ïðè ïîïàäàíèè íà ïëîñêîñòü y = yk+1 â ìîìåíò
âðåìåíè t+ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò Sk ê Sk+1 ïðè 1 6 k 6 n− 1.
Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèß ϕij , j = i + 1, îñóùåñòâëßþùèå ïåðåõîä
îò Si ê Sj , èìåþò âèä:
ϕk,k−1 : Zk → C(k−1, k)Zk+Ek−1(−ε) = Z˜k−1+Ek−1(−ε), (1.4)
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ãäå Zk = (x1, . . . , xk−1, xk, yk)T , Ek−1(−ε) = (0, . . . , 0,−ε)T , ε - ïî-
ñòîßííàß íà k-îì ìåñòå, ïðè÷åì
0 6 ε 6 min
k
(yk+1 − yk), k = 1, 2, . . . , n− 1, (1.5)
C(k − 1, k) =

c11 . . . c1k 0
c21 . . . c2k 0
. . . . . . . . . . . .
ck−1,1 . . . ck−1,k 0
0 . . . 0 1
 , (1.6)
ãäå cij  çàäàííûå ïîñòîßííûå, i, j = 1, 2, . . . , n,
ϕk−1,k : Zk−1 → D(k, k − 1)Zk−1 + Ek(ε) = Z˜k + Ek(ε), (1.7)
ãäå
D(k, k − 1) =

d11 . . . d1,k−1 0
d21 . . . d2,k−1 0
. . . . . . . . . . . .
dk,1 . . . dk,k−1 0
0 . . . 0 1
 , (1.8)
dij  çàäàííûå ïîñòîßííûå, i, j = 1, 2, . . . , n.
Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû âåêòîðîâ Zk = (x1, . . . , xk−1, xk, yk)T
è Zk−1 âû÷èñëåíû â ìîìåíòû âðåìåíè t−, t+, ñîîòâåòñòâåííî,
à Z˜k−1 + Ek−1(−ε), Z˜k + Ek(ε) ßâëßþòñß âåêòîðàìè íà÷àëüíûõ
äàííûõ ïðè t = t− + 0, è t = t+ + 0 äëß ñòàäèé Sk−1, Sk+1,
ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèß âèäà
ϕk,k−1 : (x1, . . . , xk−1, xk, yk)→ (x1, . . . , xk−1, yk − ε), (1.9)
ϕk,k+1 : (x1, . . . , xk, yk+1)→ (x1, . . . , xk, xk+1, yk+1 + ε), (1.10)
ãäå ε  äîñòàòî÷íî ìàëàß çàäàííàß ïîñòîßííàß, óäîâëåòâîðßþ-
ùàß óñëîâèþ (1.5), íàçûâàþòñß ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèßìè ïå-
ðåõîäà, ïîíèæàþùèìè è ïîâûøàþùèìè, ñîîòâåòñòâåííî, ïîðß-
äîê ñèñòåìû íà åäèíèöó.
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Çàìå÷àíèå 2. Îòîáðàæåíèß ïåðåõîäà ìîæíî çàäàâàòü ñ ïîìî-
ùüþ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Îïðåäåëåíèå 2. Äèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà (1.1)− (1.8) íàçûâàåò-
ñß ëèíåéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìîé ñ ðàçðûâíûì ïåðåêëþ-
÷åíèåì.
Çàìå÷àíèå 3. Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû Ak çàâè-
ñßò îò k, òî÷íåå, ßâëßþòñß êóñî÷íî-ïîñòîßííûìè ôóíêöèßìè k.
Ýòî äîïóùåíèå íå ïîâëèßåò íà äàëüíåéøåå èçëîæåíèå.
Ïîßñíèì ñìûñë ââåäåííîãî ïîíßòèß. Ñèñòåìû Sk çàäàþò äè-
íàìèêó îòäåëüíîé ñòàäèè, ïåðåõîä ìåæäó êîòîðûìè îñóùåñòâ-
ëßþò îòîáðàæåíèß (1.4), (1.7), â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîßíèß ïåðå-
ìåííîé y(t), êîòîðàß õàðàêòåðèçóåò ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñòàäèè.
Ëåììà 9. Ñèñòåìà (1.2), (1.3) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë
Pk(Xk, y) = αTXk + αk+1y,
ãäå αT = (α1, . . . , αk), αi  ïîñòîßííûå, i = 1, . . . , k + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì (1.2), (1.3) â âèäå
x˙1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1kxk,
x˙2 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2kxk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x˙k = ak1x1 + ak2x2 + . . .+ akkxk,
y˙ = b1x1 + b2x2 + . . .+ bkxk.
(1.11)
Ïîñêîëüêó k + 1 âåêòîðîâ a1 = (a11, . . . , a1k)T , . . . , ak =
(ak1, . . . , akk)T , Bk = (b1, . . . , bk)T ðàçìåðíîñòè k ëèíåé-
íî çàâèñèìû, òî íàéäóòñß òàêèå âåùåñòâåííûå ïîñòîßííûå
α1, . . . , αk, αk+1, i = 1, 2, . . . , k + 1, íå âñå ðàâíûå 0, ÷òî:
α1a
1 + . . .+ αkak + αk+1Bk = 0. (1.12)
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Óìíîæàß ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.11) íà α1, âòîðîå  íà α2
è ò.ä., ïîñëåäíåå  íà αk+1 è ñêëàäûâàß ïîëó÷åííûå óðàâíåíèß,
ó÷èòûâàß (1.12), ïîëó÷èì:
α1x˙1+α2x˙2+. . .+αk+1y˙=(α1a11+α2a21+. . .+αk+1b1)x1+(α1a12+
+α2a22+. . .+αk+1b2)x2+. . .+(α1a1k+α2a2k+. . .+αk+1bk)y=0,
ïîñêîëüêó â êàæäîé ñêîáêå èìååì âûðàæåíèå, ßâëßþùååñß ñî-
îòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòîì âåêòîðà ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(1.12). Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì èí-
òåãðàëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè èëè ïåðâûé èíòåãðàë
α1x1 + α2x2 + . . .+ αk+1y = c, (1.13)
ãäå c  ïðîèçâîëüíàß ïîñòîßííàß, îïðåäåëßåìàß íà÷àëüíîé òî÷-
êîé
c = α1x10 + α2x20 + . . .+ αk+1y0.
Ëåììà 10. Ìíîæåñòâî Bk = {(Xk, y) : BTk Xk = 0, y ∈ R} ßâ-
ëßåòñß èíâàðèàíòíûì äëß ñèñòåìû (1.2), (1.3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, âåêòîð-ôóíêöèß (Xk(t), y0k) ßâëß-
åòñß ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.2), (1.3), åñëè Xk(t) óäîâëåòâîðßåò
óñëîâèþ BTk Xk = 0 è ßâëßåòñß ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.2), à y0k
 ëþáàß ïîñòîßííàß. Òîãäà (Xk(t), y0k) ∈ Bk, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 3. Ìíîæåñòâî Bk∩{(Xk, y0k) : Xk ∈ Rk} ßâëßåòñß
èíâàðèàíòíûì äëß ñèñòåìû (1.2), (1.3).
Ñëåäñòâèå 4. Ìíîæåñòâî lk = Bk ∩ Pk ßâëßåòñß èíâàðèàíò-
íûì äëß ñèñòåìû (1.2), (1.3).
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Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî lk ßâëßåòñß
ãðàíèöåé äâóõ îáëàñòåé
B+={(Xk, y) : (Xk, y) ∈ Pk, BTk Xk>0},
B−={(Xk, y) : (Xk, y) ∈ Pk, BTk Xk<0},
ò.å. â îáëàñòè B+ èìååì y˙ > 0 à â îáëàñòè B−  y˙ < 0.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, â êîòîðûõ çàäàíà äèíàìèêà ñèñòåì
ïðè k = 2, y(t) ∈ (y2, y3). Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ïåðåõîäîâ
S2 → S3 è S2 → S1.
Ïóñòü îáëàñòè Ω22,Ω21,Ω23, ñîäåðæàùèå òî÷êè (x1, x2, y)
ñëîß y2 < y < y3, äëß êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ïåðåõîäû ñòàäèé
S2 → S2, S2 → S1, S2 → S3, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
x˙1 = −x1,
x˙2 = −x2,
y˙ = x1 + x2.
Ñèñòåìà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë P2 : x1 + x2 + y = c. Ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèß (0, 0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî äëß ñèñòåìû
x˙1 = −x1, x˙2 = −x2, ïîýòîìó òðàåêòîðèè, íàõîäßñü â èíòåãðàëü-
íûõ ïëîñêîñòßõ, íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñß êàæäàß ê ñîîò-
âåòñòâóþùåé òî÷êå (0, 0, c), ãäå c = x10+x20+y0. Ïðè÷åì â îáëà-
ñòè B+ = {(x1, x2, y) : x1+x2+y = c, x1+x2 > 0} ôàçîâàß òî÷êà
äâèãàåòñß ââåðõ, à â îáëàñòè B+ = {(x1, x2, y) : x1 + x2 + y =
c, x1 + x2 < 0}  âíèç. Òîãäà, åñëè c = x10 + x20 + y0 > y2, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî x10 + x20 > y3 − y0 > 0, ò.å. íà÷àëüíàß òî÷êà
ïðèíàäëåæèò îáëàñòè B+, òî èíòåãðàëüíàß ïëîñêîñòü ïåðåñå-
÷åò îñü Y âûøå òî÷êè y3, à, çíà÷èò, òðàåêòîðèè, ïðèáëèæàßñü ê
òî÷êå (0, 0, c) ñíèçó ââåðõ (y˙ > 0), ïåðåñåêóò ïëîñêîñòü y = y3, è
ïðîèçîéäåò ïåðåõîä S2 → S3. Ðàññóæäàß àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì,
÷òî ïðè x10 + x20 + y0 < y2 ïðîèçîéäåò ïåðåõîä S2 → S1. Òà-
êèì îáðàçîì, îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèß ïîäñèñòåìû S2, à èìåííî
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Ω2 = {(x1, x2, y) : y ∈ (y2, y3)}, ðàçáèâàåòñß íà òðè íåïåðåñåêàþ-
ùèõñß ïîäìíîæåñòâà
Ω2 = Ω21 ∪ Ω22 ∪ Ω23,
ãäå
Ω21 = {(x1, x2, y) : x1 + x2 + y < y2, y ∈ (y2, y3)}−
îáëàñòü ïåðåõîäà S2 → S1;
Ω22 = {(x1, x2, y) : y3 6 x1 + x2 + y 6 y3, y ∈ (y2, y3)}−
îáëàñòü ñîõðàíåíèß ñîñòîßíèß S2;
Ω23 = {(x1, x2, y) : x1 + x2 + y > y3, y ∈ (y2, y3)}−
îáëàñòü ïåðåõîäà S2 → S3.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
x˙1 = x1,
x˙2 = x2,
y˙ = x1 + x2.
Ïåðâûé èíòåãðàë P2(c) : x1 + x2 − y = c. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèß
(0, 0) íåóñòîé÷èâî äëß ñèñòåìû, ñîñòîßùåé èç ïåðâûõ äâóõ óðàâ-
íåíèé. Òðàåêòîðèè, íàõîäßñü â èíòåãðàëüíûõ ïëîñêîñòßõ, áóäóò
ïåðåñåêàòü ïëîñêîñòè y = y2 èëè y = y3. Ïðè ýòîì
Ω21 = {(x1, x2, y) : x1 + x2 < 0, y ∈ (y2, y3),
Ω23 = {(x1, x2, y) : x1 + x2 > 0, y ∈ (y2, y3)}
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
x˙1 = −x2,
x˙2 = x1,
y˙ = x1 + x2.
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Ïåðâûé èíòåãðàë P2 = x1 − x2 + y. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû èç ïåð-
âûõ äâóõ óðàâíåíèé - îêðóæíîñòè x21 + x22 = R2. Âîçüìåì ãè-
ïåðïëîñêîñòü P2 = c ïåðåñåêàþùóþ îñü OY ïîñåðåäèíå ìåæäó
òî÷êàìè y2, y3. Ýòî áóäåò P2(y˜) : x1−x2+y = 12(y2+y3) ≡ y˜. Òîãäà
çàìêíóòàß òðàåêòîðèß ϑ, ëåæàùàß â P2(y˜) è êàñàþùàßñß îáåèõ
ïëîñêîñòåé y = y2, y = y3, äåëèò P2(y˜) íà òðè îáëàñòè. Òðàåêòî-
ðèè (çàìêíóòûå), ëåæàùèå âíóòðè ϑ, áóäóò ðàñïîëàãàòüñß ìåæ-
äó ïëîñêîñòßìè y = y2, y = y3. Òðàåêòîðèè, ëåæàùèå ñíàðóæè
îò ϑ, ïåðåñåêàþò îáå ýòè ïëîñêîñòè. Íàéäåì ðàäèóñ R îêðóæíî-
ñòè  ïðîåêöèè ϑ íà ïëîñêîñòü x1x2. Ïî ñóùåñòâó, ýòî ðàäèóñ öè-
ëèíäðà, íà êîòîðîì ðàñïîëàãàåòñß ϑ è âñå òðàåêòîðèè, èìåþùèå
âìåñòå ñ íåé îäíó ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü x1x2. Ïóñòü ω  óãîë
ìåæäó P˜2 è îñüþ OY . Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî sinω = 1√3 ,
(pi2 − ω)  óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê èíòåãðàëüíîé ïëîñêîñòè è

















(y2 + y3)} ≡ σ22(y˜),







, x1 + x2 > 0,
x1 − x2 + y = 12(y2 + y3)} ≡ σ23(y˜),







, x1 + x2 < 0,
x1 − x2 + y = 12(y2 + y3)} ≡ σ21(y˜),
Ïóñòü òåïåðü ãèïåðïëîñêîñòü P+(c) ïåðåñåêàåò îñü OY ïðè
y˜ < y < y3, ò.å.
P+(c) : x1 − x2 + y = c,
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ãäå c ∈ (y˜, y3). Òîãäà óæå â ïëîñêîñòßõ P˜+(c) íåò çàìêíóòûõ
òðàåêòîðèé, êàñàþùèõñß îáåèõ ïëîñêîñòåé y = y2, y = y3. Ïóñòü
ϑ+(c)  çàìêíóòàß òðàåêòîðèß, êàñàþùàßñß ïëîñêîñòè y = y3
è ëåæàùàß â ïëîñêîñòè P+(c). Çàìåòèì, ÷òî ðàäèóñ ïðîåêöèè
ϑ+(c) ðàâåí R+(c) = (y3 − c) tanω = y3−c√2 . Âñå îñòàëüíûå çà-
ìêíóòûå òðàåêòîðèè, ëåæàùèå â P+(c), ëåæàò âíóòðè ϑ+(c).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îáëàñòü ïëîñêîñòè P+(c), ñîñòîßùóþ
èç òî÷åê, íà÷èíàßñü â êîòîðûõ, òðàåêòîðèè íå ïîêèäàþò ñëîé,
çàêëþ÷åííûé ìåæäó ïëîñêîñòßìè y = y2, y = y3, ò.å. îáëàñòü
ñîõðàíåíèß ñîñòîßíèß S2. Äàëåå ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ϑ−(c)
ýòîé æå ïëîñêîñòè, êàñàþùóþñß ïëîñêîñòè y = y2. Ðàäèóñ öè-
ëèíäðà, íà êîòîðîì îíà ëåæèò, ðàâåí R−(c) = (c − y2) tanω.
Î÷åâèäíî, ÷òî òðàåêòîðèè, ëåæàùèå ìåæäó ϑ−(c) è ϑ+(c) ïåðå-
ñåêàþò ïëîñêîñòü y = y3. Èòàê, ïîëó÷àåì îáëàñòè
P+(c) ∩ Ω22 = {(x1, x2, y) : x21 + x22 < (R+(c))2, c ∈ (y˜, y3),
(x1, x2, y) ∈ P+(c)} ≡ σ+22(c),
P+(c) ∩ Ω23 = {(x1, x2, y) : (R−(c))2 6 x21 + x22 < (R+(c))2,
c ∈ (y˜, y3), (x1, x2, y) ∈ P+(c)} ∪ {(x1, x2, y) : x21 + x22 > (R+(c))2,
c ∈ (y˜, y3), x1 + x2 > 0, (x1, x2, y) ∈ P+(c)} ≡ σ+23(c),
P+(c) ∩ Ω21 = {(x1, x2, y) : x21 + x22 > (R+(c))2, c ∈ (y˜, y3),
x1 + x2 < 0, (x1, x2, y) ∈ P+(c)} ≡ σ+21(c).
Ðàññóæäàß àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îáëàñòè äëß èíòå-
ãðàëüíîé ïëîñêîñòè P−(c) : x1−x2+y = c äëß ñëó÷àß c ∈ (y2, y˜)
P−(c) ∩ Ω22 = {(x1, x2, y) : x21 + x22 < (R˜−(c))2, c ∈ (y2, y˜),
(x1, x2, y) ∈ P−(c)} ≡ σ−22(c),
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P−(c) ∩ Ω21 = {(x1, x2, y) : (R˜−(c))2 6 x21 + x22 < (R˜+(c))2,
c ∈ (y2, y˜), (x1, x2, y) ∈ P−(c)} ∪ {(x1, x2, y) : x21 + x22 > (R˜+(c))2,
c ∈ (y2, y˜), x1 + x2 < 0, (x1, x2, y) ∈ P−(c)} ≡ σ−21(c),
P+(c) ∩ Ω23 = {(x1, x2, y) : x21 + x22 > (R˜+(c))2, c ∈ (y2, y˜),
x1 + x2 > 0, (x1, x2, y) ∈ P−(c)},
ãäå R˜−(c) = (c − y2) tanω, R˜+(c) = (y3 − c) tanω, c ∈ (y2, y˜) ≡
σ−23(c). Åñëè c > y3, òî âñå òðàåêòîðèè, êðîìå êàñàþùåéñß ïëîñ-
êîñòè y = y2, ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü y = y3. Ïóñòü
σ23(c) ≡ {(x1, x2, y) : (x1, x2, y) ∈ P2(c), c > y3, y ∈ (y2, y3)}.
Åñëè c 6 y2, òî âñå òðàåêòîðèè, êðîìå êàñàþùåéñß ïëîñêîñòè
y = y3, ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü y = y2. Ïóñòü
σ21(c) ≡ {(x1, x2, y) : (x1, x2, y) ∈ P2(c), c 6 y2, y ∈ (y2, y3)}.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îáëàñòè, äëß òî÷åê êîòîðûõ èìååì





































Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ìîòèâèðóþò ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèß.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâîì ñîñòîßíèé ñèñòåìû S, íàõîäß-
ùåéñß â ñòàäèè Sk, íàçûâàåòñß ìíîæåñòâî Ωk âèäà
Ωk = {(Xk, y) : Xk ∈ Rk, y ∈ ∆k}.
Îïðåäåëåíèå 4. Îáëàñòü ïåðåõîäà îò ñòàäèè Sk ê ñòàäèè
Sk+1(Sk → Sk+1) ýòî ïîäìíîæåñòâî Ωk,k+1 ⊂ Ωk òàêèõ òî÷åê,
÷òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñß â ýòèõ òî÷êàõ, ïîïàäàþò íà ãè-
ïåðïëîñêîñòü y = yk+1.
Îáëàñòü ïåðåõîäà îò ñòàäèè Sk ê ñòàäèè Sk−1(Sk → Sk−1) ýòî
ïîäìíîæåñòâî Ωk,k−1 ⊂ Ωk òàêèõ òî÷åê, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòå-
ìû, íà÷èíàþùèåñß â ýòèõ òî÷êàõ, ïîïàäàþò íà ãèïåðïëîñêîñòü
y = yk.
Îáëàñòü ñîõðàíåíèß ñòàäèè Sk(Sk → Sk) ýòî ïîäìíîæåñòâî
Ωk,k ⊂ Ωk òàêèõ òî÷åê, ÷òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñß â ýòèõ
òî÷êàõ, íå ïîïàäàþò íà ãèïåðïëîñêîñòè y = yk, y = yk+1.
Çàìå÷àíèå 4. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó S = {Sk}, k =
1, 2, . . ., ò.å. ñèñòåìó ñ íåîãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ïîäñèñòåì
Sk. Â ýòîì ñëó÷àå ïîðîãîâûå çíà÷åíèß îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}, k = 1, 2, . . . , yk < yk+1.
Çàìå÷àíèå 5. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîåííîé âûøå ñèñòåìå ìîæíî
ðàññìîòðåòü ñèñòåìó ñ áëî÷íûì âåêòîðîì ñîñòîßíèé XTk =
(x1, x2, . . . , xk). Òîãäà xi  âåêòîðû.
2. Óïðàâëåíèå ñòðóêòóðîé
â ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìå
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè íåêîòîðîé ñòàäèè (ñîñòîßíèß)
Sm ëèíåéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû, ïîñòðîåííîé â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå. Äëß ýòîãî ñíà÷àëà ââåäåì óïðàâëåíèå u â
óðàâíåíèå (1.3), ïîñëå ÷åãî ñèñòåìà (1.2), (1.3) ïðèìåò âèä
X˙k = AkXk, (2.1)
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y˙ = BTk Xk + u, (2.2)
ãäå u ∈ R.
Òåîðåìà 1. Äëß ëþáûõ k, l ∈ {1, . . . , n} íàéäåòñß óïðàâëå-
íèå â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâßçè u = p1x1 + . . . + pnxn,
ãäå pj  êóñî÷íî-ïîñòîßííûå ôóíêöèè êîìïîíåíòîâ xj âåêòîðà
Xn, j = 1, . . . , n, îáåñïå÷èâàþùåå ïåðåõîä ñèñòåìû (2.1), (2.2)
èç ñîñòîßíèß (ñòàäèè) Sk â ñîñòîßíèå Sl çà êîíå÷íîå âðåìß,
k, l ∈ {1, ..., n}, äëß ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè (Xk0, y0k), äëß êî-
òîðîé Xk0 6= 0, Xk0 = (x10, . . . , xk0)T . Ïðè ýòîì ñèñòåìà áóäåò
îñòàâàòüñß â ñîñòîßíèè Sl áåñêîíå÷íî äîëãî.
Îïðåäåëåíèå 5. Óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì òåî-
ðåìû, áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñß â ñîñòîßíèè (ñòà-
äèè) Sk. Ïðåäïîëîæèì äëß îïðåäåëåííîñòè, ÷òî l > k. Ïîêà-
æåì ñíà÷àëà, ÷òî íàéäåòñß óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ïåðåõîä
Sk → Sk+1. Ïî óñëîâèþ Xk0 6= 0. Çíà÷èò, íàéäåòñß i ∈ {1, . . . , k}
òàêîå, ÷òî xi(t0) = xi0 6= 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèß íàé-
äåòñß t¯ > t0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [t0, t¯] èìååì xi(t) 6= 0. Òîãäà






|xi(τ)|dτ = q > 0.
Ïóñòü pi âûáèðàåòñß òàêèì, ÷òî bi + pi = c¯i · signxi, ò.å.
pi = c¯i · signxi − bi, (2.3)
ãäå c¯i  íåêîòîðûå ïîñòîßííûå. Òîãäà, åñëè, íàïðèìåð, ïîëîæèòü
pj = −bj äëß âñåõ j 6= i, òî ïîëó÷èì èç (2.2), (2.3)
y(t) = y0k+ c¯i ·
t∫
t0
xi(τ) ·signxi(τ)dτ = y0k+ c¯i ·
t∫
t0
|xi(τ)|dτ >y0k+ c¯i ·q.
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Èòàê, y(t) > y0k + c¯i · q ïðè t > t¯. Âûáåðåì êîýôôèöèåíò c¯i òàê,





Òîãäà y(t) > yk+1 ïðè t > t¯, à çíà÷èò, íàéäåòñß ìîìåíò âðåìåíè
t∗ òàêîé, ÷òî y(t∗) = yk+1, ò.å. ñèñòåìà S ïåðåõîäèò îò Sk ê Sk+1,
âîçìîæíîñòü ÷åãî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Äîêàçàòåëüñòâî ïîêà-
çûâàåò, ÷òî âûáîð c¯i íåîäíîçíà÷åí, âñëåäñòâèå íåîäíîçíà÷íîñòè
âûáîðà q.
Äàëåå àíàëîãè÷íî îáåñïå÷èâàåòñß ïåðåõîä Sk+1 → Sk+2 è
ò.ä., ïîêà ñèñòåìà íå ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå Sl. Äëß ñîõðàíåíèß
ýòîãî ñîñòîßíèß íàäî ïåðåêëþ÷àòü óïðàâëåíèå, íà ãèïåðïëîñêî-
ñòßõ y = yl + αε, y = yl − αε, 0 < α < 1, òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
âîçðàñòàíèå èëè óáûâàíèå y(t), ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî
ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèß, îáåñïå÷èâàþùåãî óáûâàíèå y(t), ïðîèç-
âîäèòñß òàê æå, êàê è äëß ðàññìîòðåííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû ñëó÷àß.
Çàìå÷àíèå 6. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïîñòðîåíî óïðàâëå-
íèå, ñòàáèëèçèðóþùåå ñòðóêòóðó γ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn, â
êîòîðîé ïåðâûå l êîìïîíåíò ðàâíû 1. Ñîñòîßíèå Sl ñîîòâåòñòâó-
åò äàííîé ñòðóêòóðå.
Çàìå÷àíèå 7. Ïóñòü Xk0 = 0. Òîãäà Xk0(t) = 0 ïðè t > t0 è
óïðàâëåíèå u = p1x1+ . . .+pnxn íå ïîçâîëßåò ïåðåâåñòè ñèñòåìó
èç ñîñòîßíèß Sk â Sk+1, òàê êàê (1.2) ïðèìåò âèä y˙ = 0. Íî åñëè
ðàñøèðèòü êëàññ óïðàâëåíèé äî âèäà u = p1x1+ . . .+ pnxn+u0,
ãäå u0  êóñî÷íî-ïîñòîßííàß ôóíêöèß âðåìåíè, ïðèíèìàþùàß
çíà÷åíèß 1 èëè −1, òî â ñëó÷àå Xk0 = 0 äëß ïåðåõîäà Sk →
Sk+1 äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü u = 1 äî ïîïàäàíèß òðàåêòîðèè íà
ïëîñêîñòü y = yk+1.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå èìååò âèä
u = p1x1 + . . . + pnxn + u0, òî ïðè ëþáîì Xk0 äëß ïåðåõîäà
Sk → Sk+1 äîñòàòî÷íî áðàòü pi = −bi, u0 = 1.
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Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïðè ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèß èñ-
ïîëüçîâàíà âåëè÷èíà q, äëß êîòîðîé ìîæíî â îáùåì ñëó÷àå ïî-
ëó÷èòü ëèøü îöåíêó. Íèæå áóäåò ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèß ñòàáèëèçèðóþùåãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèß u = p1x1+ . . .+
pnxn, äëß êîòîðîãî êîýôôèöèåíòû pi áóäóò îïðåäåëßòüñß â ßâ-
íîì âèäå ÷åðåç çàäàííûå ïîñòîßííûå.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ óïðàâëåíèß. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ñ
ïîìîùüþ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèß òðàåêòîðèß ìîæåò èç ëþáîé
íà÷àëüíîé òî÷êè M0 = (Xk0, y0), Xk0 6= 0, òàêîé, ÷òî y0 ∈ ∆k,
ïîïàñòü íà ãèïåðïëîñêîñòè y = yk èëè y = yk+1. Òîãäà, ïåðåõîäß
ïî øàãàì îò Sk ê Sk−1 èëè Sk+1, ïðèäåì ê òðåáóåìîé ñèñòåìå Sl.
Ïóñòü Xk = 0  åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèß ñèñòåìû X˙k = AkXk. Òîãäà detAk 6= 0.
Ïîäñòàâèì äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå ïðè n = k â (2.2)
y˙ = (b1 + p1)x1 + . . .+ (bk + pk)xk, (2.5)
Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 9, ñèñòåìà (2.1), (2.5) èìååò èíòåãðàëü-
íûå ïëîñêîñòè âèäà (1.13), ãäå íàáîð ÷èñåë αi, i = 1, 2, . . . , k + 1
ßâëßåòñß íåíóëåâûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
a11α1 + . . .+ ak1αk + (b1 + p1)αk+1 = 0,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a1kα1 + . . .+ akkαk + (bk + pk)αk+1 = 0,
(2.6)
Åñëè αk+1 = 0, òî, â ñèëó óñëîâèß detAk 6= 0, èìååì: αi = 0, i =
1, 2, . . . , k. Ïîýòîìó â íåíóëåâîì ðåøåíèè ñèñòåìû (2.6) αk+1 6= 0.
Èäåß ïîñòðîåíèß óïðàâëåíèß, ðåøàþùåãî çàäà÷ó ñòàáèëè-
çàöèè íåêîòîðîãî ñîñòîßíèß (ñòðóêòóðû) Sl, ñîñòîèò â âûáîðå
çà ñ÷åò (p1, . . . , pk) òàêîãî ïîëîæåíèß èíòåãðàëüíîé ïëîñêîñòè,
ïðè êîòîðîì îíà ïåðåñåêàëà áû îñü OY ïðè y > yk+1 (èëè ïðè
y < yk). Òîãäà â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèß
ðàâíîâåñèßXk = 0 ñèñòåìû (2.1) òðàåêòîðèè, ïðèáëèæàßñü ê ïî-
ëîæåíèþ ðàâíîâåñèß ïåðåñåêóò ïëîñêîñòü y = yk+1(èëè y = yk).
Â ðåçóëüòàòå ïðîèçîéäåò ïåðåõîä ê ñèñòåìå Sk+1(èëè Sk−1).
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Ïóñòü ïðè Xk = 0 èìååì y = y¯. Òîãäà èç óðàâíåíèß èíòå-
ãðàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè
α1x1 + α2x2 + . . .+ αk+1y = α1x10 + α2x20 + . . .+ αk+1y0
ïîëó÷àåì
y¯ = y0 − 1
αk+1
(α1x10 + . . .+ αkxk0). (2.7)
Èç ñèñòåìû (2.6) íàõîäèì: αi = det A¯kidetAk , ãäå
A¯ki =
 a11 . . . −(b1 + p1)αk+1 . . . ak1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1k . . . −(bk + pk)αk+1 . . . akk
 ,







 a11 . . . −(b1 + p1) . . . ak1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1k . . . −(bk + pk) . . . akk
 . (2.9)
Ïîäñòàâëßß (2.8) â (2.7), ïîëó÷àåì





(bj + pj) · A˜(k−1),i(j),
ãäå A˜(k−1),i(j)  àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà j-é ñòðîêè,
i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû (2.9) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,  ìàòðèöû
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Ak, k − 1 ïîðßäîê ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíîðà. Òîãäà èç (2.10)
ïîëó÷àåì:












Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàäî ïåðåéòè îò Sk ê Sk+1. Äëß ýòîãî ñëåäóåò









(bj + pj) · A˜(k−1),i(j) > yk+1. (2.12)















Ëåììà 11. Ñóùåñòâóåò òàêîå j ∈ {1, . . . , k}, ÷òî
k∑
j=1




A˜(k−1),i(j) · xi0 = det

a11 . . . ak1
. . . . . . . . .
x10 . . . xk0
. . . . . . . . .
a1k . . . akk
 = detAk(j),
ãäå ìàòðèöà Ak(j) ïîëó÷åíà èç Ak ïóòåì çàìåíû åå j-îé ñòðîêè
ñòðîêîé XTk0. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , k}, detAk(j) 6= 0. Òîãäà, ðàñêëà-
äûâàß îïðåäåëèòåëè detAk(j) ïî j-é ñòðîêå êàæäûé, ïîëó÷àåì




xi0 · A˜(k−1),i(j) = 0, j = 1, 2, . . . , k. (2.14)
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ Xk0 6= 0, òî íàéäåòñß xi0 6= 0. Íå óìà-
ëßß îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x10 6= 0. Äàëåå, ðàñêëàäûâàß
detAk ïî ïåðâîìó ñòîëáöó è âûðàæàß àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíå-














x20 ·A˜(k−1),2(j) + . . .











Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íóëþ îáßçàíî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëåé:
ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ îäíîãî ñòîëáöà ìàòðèöû Ak íà
ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèß ýëåìåíòîâ äðóãèõ
ñòîëáöîâ ðàâíà íóëþ. Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ detAk 6= 0,
òî ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå ëåììó.
Âåðíåìñß ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì
j = l èìååì
k∑
j=1




A(l). Òîãäà äëß âûïîëíåíèß íåðàâåíñòâà (2.13) äîñòàòî÷íî, ÷òî-




















A˜(k−1),i(j)·xi0), åñëè A(l) > 0,
























, åñëè A(l) < 0,
(2.15)
Èòàê, ïðèñâàèâàß ñíà÷àëà êîýôôèöèåíòàì óïðàâëåíèß pi, i =
1, . . . , k, i 6= l ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå çíà÷åíèß, äàëåå âûáèðàåì
pl, óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèþ (2.15). Òîãäà èìååì y¯ > yk+1. Â
ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèè, íàõîäßñü â èí-
òåãðàëüíîé ïëîñêîñòè α1x1+α2x2+ . . .+αk+1y = α1x10+α2x20+
. . .+αk+1y0, áóäóò èç îáëàñòè, äëß êîòîðîé y ∈ ∆k, íåîãðàíè÷åí-
íî ïðèáëèæàòüñß ê òî÷êå (0, y¯) è ïðè ýòîì ïåðåñåêóò ïëîñêîñòü
y = yk+1, ò.å. ïðîèçîéäåò ïåðåõîä îò Sk ê Sk+1. Ïåðåõîä îò Sk ê

















































, åñëè A(l) > 0,
(2.16)
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Xk = 0  åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèß ñèñòåìû (2.1) ïðè êàæäîì
k = 1, . . . , n. Òîãäà óïðàâëåíèå u = p1x1 + . . . + pkxk, ãäå êîýô-
ôèöèåíòû pi, i = 1, . . . , k, óäîâëåòâîðßþò (2.15), îáåñïå÷èâàþò
ïåðåõîä ñèñòåìû S îò ñòàäèè Sk ê Sk+1. Åñëè æå âûïîëíßåòñß
óñëîâèå (2.16), òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñèñòåìû S îò ñòàäèè
Sk ê Sk−1.
Çàìå÷àíèå 8. Â ñèëó íåîäíîçíà÷íîñòè çíà÷åíèé êîýôôèöèåí-
òîâ óïðàâëåíèß u = p1x1 + . . . + pkxk, ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó
îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ñòðóêòóðû â ñìûñëå íåêîòîðîãî êðè-
òåðèß.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà
X˙k = AkXk + Cku, (2.17)
y˙ = BTk Xk, (2.18)
ãäå u  r-ìåðíûé âåêòîð óïðàâëåíèé; Ck  ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè
k × r.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñêàëßðíîãî óïðàâëåíèß. Òîãäà CTk =
(c1, . . . , ck). Áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå â âèäå
u = mTXk, (2.19)
ãäå mT = (m1, . . . ,mk),mi  ïîñòîßííûå. Ïîñòàâèì çàäà÷ó íà-
õîæäåíèß m òàêîãî, ÷òî ñèñòåìà (2.17), (2.18), ñ ïîìîùüþ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî óïðàâëåíèß (2.20) ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà èç
ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîßíèß (ñòàäèè) Sk â ëþáîå êîíå÷íîå ñî-
ñòîßíèå Sl. Ïîäñòàâèì (2.19) â (2.17). Ïîëó÷èì
X˙k = (Ak + CkmT )Xk =MXk,
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ãäå M = Ak + CkmT . . . . . . . Ïóñòü α1x1 + . . . + αkxk + αk+1y =
α1x10+ . . .+αkxk0+αk+1y0  èíòåãðàëüíàß ãèïåðïëîñêîñòü, ïî-
ëó÷åííàß àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå. Òîãäà αi íà-
õîäßòñß èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
MTα = −αk+1Bk, (2.20)
ãäå αT = (α1, . . . , αn).
Ïóñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèß èíòåãðàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè ñ
îñüþ y èìååò êîîðäèíàòó y¯. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíßëîñü






αixi0 + y0k > yk+1. (2.21)
Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî αk+1 6= 0. Òîãäà íåíóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (2.20) èìååò âèä
α = −αk+1(M∗)−1Bk,
èëè
αi = −αk+1det M˜idetM ,
ãäå det M˜i  ìàòðèöà, ïîëó÷åííàß èç M çàìåíîé åå i-ãî ñòîëáöà





det M˜ixi0 + y0k > yk+1. (2.22)
Êàê èçâåñòíî [41], åñëè ðàíã ìàòðèöû
Lk = {Ck AkCk AkC2k . . . Ak−1k Ckk}
ðàâåí k, òî ìîæíî òàê âûáðàòü ñòîëáåö m, ÷òî ìàòðèöà M áó-
äåò èìåòü çàðàíåå çàäàííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ïóñòü ó íèõ áó-
äóò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, ÷òî îáåñïå÷èò àñèìïòî-
òè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (2.17), çàìêíóòîé óïðàâëåíèåì
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(2.19). Êàê ïîêàçàíî â [41], ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé
ñâßçè èìååò âèä
m = dTP−1k L
−1
k , (2.23)
ãäå Pk = {Ikp+ ek, I2kp+ ek−1, . . . , Ikkp+ e1}, p = −L−1k AkkCk, Ik =
{0¯, e1, e2, . . . , ek−1}, 0¯, ei, ñîîòâåòñòâåííî, k-ìåðíûå íóëåâîé ñòîë-
áåö è ñòîëáåö èç íóëåé, êðîìå i-ãî êîìïîíåíòà, ðàâíîãî åäèíèöå.
Êîìïîíåíòû âåêòîðà d ðàâíû
di = pi − qi,
ãäå i = 0, 1, . . . , k − 1, pi  êîìïîíåíòû âåêòîðà p, qi  êîýôôè-
öèåíòû ìíîãî÷ëåíà Qk(λ) ñòåïåíè k ñ çàðàíåå çàäàííûìè ñîá-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè λ1, . . . , λk
Qk(λ) = (λ− λ1) · . . . · (λ− λk) = λk + qk−1λk−1 + . . .+ q1λ+ q0.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ãóðâèöà
MQ(k) =
 q1 q0 0 0 . . . 0q3 q2 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
 .
Êðèòåðèé ãóðâèöåâîñòè ìíîãî÷ëåíà Qk(λ) ñîñòîèò â ïîëîæè-
òåëüíîñòè ãëàâíûõ äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû MQ(k)
q1 > 0,
∣∣∣∣∣ q1 q0q3 q2
∣∣∣∣∣ > 0, . . . (2.24)
Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü à) rankLk = k; á) BTk Xk0 > 0. Åñëè ñè-
ñòåìà íåðàâåíñòâ (2.21), (2.24) èìååò ðåøåíèå, òî óïðàâëåíèå
(2.19), (2.23) ïåðåâîäèò ñèñòåìó (2.17), (2.18) èç ñîñòîßíèß Sk
â ñîñòîßíèå Sk+1 ïðè ëþáûõ Xk 6= 0, òàêèõ, ÷òî y0k < yk+1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óïðàâëåíèå ïîñòðîåíî âûøå. Â ñèëó óñëîâèß
á), Bk 6= 0, ÷òî îáåñïå÷èâàåò íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (2.20), ÷òî áûëî áû íåâîçìîæíî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè
ìàòðèöû M , ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì îòðèöà-
òåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé åå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Òîãäà,
ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèß á) ïðè âñåõ t, (Xk(t), y(t) ∈ B+), òî
y˙(t) > 0 è ïðè âîçðàñòàíèè y òðàåêòîðèß íåîãðàíè÷åííî ïðèáëè-
æàåòñß ê àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèß
(0, . . . , 0, y¯). Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó y¯ > yk+1, òî òðàåêòîðèß ïåðå-
ñå÷åò ãèïåðïëîñêîñòü y = yk+1. Â ðåçóëüòàòå ïðîèçîéäåò ïåðåõîä
Sk → Sk+1.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 3 äëß ëþáîãî
k = 1, 2, . . . , n. Òîãäà äëß ëþáîãî l = 1, 2, . . . , n ìîæíî ïîñòðî-
èòü óïðàâëåíèå (2.19), ïåðåâîäßùåå ñèñòåìó (2.17), (2.18) èç ñî-
ñòîßíèß Sk â ñîñòîßíèå Sl. Ïðè ýòîì ñîñòîßíèå Sl ñîõðàíèòñß
ñêîëü óãîäíî äîëãî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 3 îáåñïå÷èâàåò
âîçìîæíîñòü ïåðåâîäà ñèñòåìû èç Sk â Sk+1(èëè Sk−1) äî òåõ
ïîð, ïîêà îíà íå ïåðåéäåò â ñîñòîßíèå Sl, à äàëåå ìîæíî çà ñ÷åò
ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèß, êàê ýòî ïðåäëîæåíî â êîíöå äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 1, ñîõðàíèòü ïîëó÷åííîå ñîñòîßíèå.
3. Ïàðàëëåëüíàß ñèñòåìà.
Ñòàáèëèçàöèß ñòðóêòóðû
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíóþ ïàðàëëåëüíóþ ñèñòåìó, êîòî-
ðàß ïðè óñëîâèè
ysk > dsk , k = 1, . . . ,m, (3.1)
ysj < dsj , j = m+ 1, . . . , n, (3.2)
m ∈ {1, . . . , n},
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çàäàåòñß óðàâíåíèßìè
äèíàìèêè ïåðåìåííûõ xsk
x˙s1 = as1s1xs1 + . . .+ as1smxsm ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x˙sm = asms1xs1 + . . .+ asmsmxsm .
(3.3)
äèíàìèêè ïåðåìåííûõ ysk
y˙s1 = bs1s1xs1 + . . .+ bs1smxsm ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y˙sm = bsms1xs1 + . . .+ bsmsmxsm .
(3.4)
äèíàìèêè ïåðåìåííûõ ysj , j = m+ 1, . . . , n
y˙sm+1 = b˜sm+1s1xs1 + . . .+ b˜sm+1smxsm ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y˙sn = b˜sns1xs1 + . . .+ b˜snsmxsm .
(3.5)
ãäå dk, air, bir, b˜ir  çàäàííûå ïîñòîßííûå. Ïðè ýòîì áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ìíîãîñòàäèéíàß ñèñòåìà S íàõîäèòñß â ñîñòîßíèè
(ñòàäèè) S(s1, . . . , sm). Çäåñü èíäåêñû â ñêîáêàõ  íîìåðà ïåðå-
ìåííûõ xsk , âõîäßùèõ â äàííóþ ñòàäèþ.
Çàìå÷àíèå 9. Äëß ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïå-
ðåìåííûå xi ßâëßþòñß ñêàëßðíûìè. Òîãäà si  îäíîìåðíàß ïîä-
ñèñòåìà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ñîñòîßíèß (xi, yi). Íî âñå
äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèß è ðàññóæäåíèß îñòàíóòñß â ñèëå, åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî xi  âåêòîð, à ïîñòîßííûå êîýôôèöèåíòû  ìàòðè-
öû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.
Çàìå÷àíèå 10. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ìîäåëü, äëß êîòîðîé êîýô-
ôèöèåíòû ïðàâûõ ÷àñòåé ßâëßþòñß êóñî÷íî-ïîñòîßííûìè ôóíê-
öèßìè ñòðóêòóðû air = air(γ), bir = bir(γ), b˜ir = b˜ir(γ). Ýòî íå
èçìåíèò äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.
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Îòêëþ÷åíèå ïîäñèñòåìû Sl. Ïóñòü ïðè ïîïàäàíèè òðàåêòî-
ðèè ñèñòåìû (3.3)-(3.5) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t− èç îá-
ëàñòè (3.1), (3.2) íà ïëîñêîñòü ysl = dsl ïðè íåêîòîðîì l ∈
{1, . . . ,m} ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ñòàäèè S(s1, . . . , sm) ê ñòà-
äèè S(s1, . . . , s˜l, . . . , sm), ãäå ñèìâîëîì s˜l îáîçíà÷åí îòñóòñòâó-
þùèé êîìïîíåíò â íàáîðå èíäåêñîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñòàäèß
S(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) áóäåò îïèñûâàòüñß ñèñòåìîé (3.3)-(3.5), â êî-
òîðóþ íå âõîäèò óðàâíåíèå, çàäàþùåå äèíàìèêó ïåðåìåííîé xsl ,
à óðàâíåíèå, çàäàþùåå äèíàìèêó ysl , ïðèíèìàåò âèä
y˙sl = b˜s1s1xs1 + . . .+ b˜s1smxsm .
Ïðè÷åì â åãî ïðàâîé ÷àñòè, à òàêæå â ïðàâûõ ÷àñòßõ äðóãèõ
óðàâíåíèé îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ xsl .
Äëß ôîðìàëüíîãî îïèñàíèß ïðîöåññà óìåíüøåíèß ðàçìåðíîñòè
ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß:
ìàòðèöû
A = {aij}; i, j = 1, . . . , n;
A(s1, . . . , sm|p1, . . . , pr)  ìàòðèöà, ñîñòîßùàß èç ýëåìåí-
òîâ A, ñòîßùèõ íà ïåðåñå÷åíèè åå ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
s1, . . . , sm è p1, . . . , pr, ñîîòâåòñòâåííî;
A(s1, . . . , sm|s1, . . . , sm) ≡ A(s1, . . . , sm)  êâàäðàòíàß ìàò-
ðèöà ïîðßäêà m, ñîñòàâëåííàß èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, ñòîß-
ùèõ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè s1, . . . , sm;
A(s1, . . . , s˜l, . . . , sm)  êâàäðàòíàß ìàòðèöà ïîðßäêà m − 1,
ïîëó÷åííàß èç A(s1, . . . , sm) óäàëåíèåì èç íåå ñòðîêè è ñòîëáöà
ñ íîìåðîì sl;
A(s1, . . . , 0sl , . . . , sm)  êâàäðàòíàß ìàòðèöà ïîðßäêà m, ïî-
ëó÷åííàß èçA(s1, . . . , sm) çàìåíîé åå ñòðîêè è ñòîëáöà ñ íîìåðîì
sl íóëåâîé ñòðîêîé è ñòîëáöîì;
A(s1, . . . , sm|·)  ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàß èç ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû A, ñòîßùèõ íà ïåðåñå÷åíèè åå ñòðîê ñ íîìåðàìè s1, . . . , sm
è ñòîëáöîâ ñî âñåìè íîìåðàìè, íå ðàâíûìè s1, . . . , sm, ò.å. ñ íî-
ìåðàìè ìíîæåñòâà {1, . . . , n}\{s1, . . . , sm}; A(s1, . . . , sm|·) èìååò
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ðàçìåðíîñòü m× (n−m);
âåêòîðû
x(s1, . . . , sm) = (xs1 , . . . , xsm)
T ∈ Rm;
x(s1, . . . , sm)(t) = (xs1(t), . . . , xsm(t))
T ;
x(s1, . . . , s˜l, . . . , sm)  âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç
x(s1, . . . , sm) óäàëåíèåì èç íåãî êîìïîíåíòû ñ íîìåðîì
sl, x(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) ∈ Rm−1;
x(s1, . . . , 0sl , . . . , sm)  âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç x(s1, . . . , sm)
çàìåíîé åãî êîìïîíåíòû ñ íîìåðîì sl íóëåì;
B = {bij}, B˜ = {b˜ij}, C = {cij}; i, j = 1, . . . , n,  çàäàííûå
ìàòðèöû ñ ïîñòîßííûìè ýëåìåíòàìè.
Òîãäà ñòàäèß S(s1, . . . , sm), ò.å. ñèñòåìà (3.3)-(3.5), çàäàåòñß
óðàâíåíèßìè
x˙(s1, . . . , sm) = A(s1, . . . , sm) · x(s1, . . . , sm), (3.6)
y˙(s1, . . . , sm) = B(s1, . . . , sm) · x(s1, . . . , sm), (3.7)
y˙(sm+1, . . . , sn) = B˜(sm+1, . . . , sn|·) · x(s1, . . . , sm). (3.8)
Ñòàäèß S(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) çàäàåòñß óðàâíåíèßìè
x˙(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) = A(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) · x(s1, . . . , s˜l, . . . , sm),
(3.9)
y˙(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) = B(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) · x(s1, . . . , s˜l, . . . , sm),
(3.10)
y˙(sl, sm+1, . . . , sn) = B˜(sl, sm+1, . . . , sn|·) · x(s1, . . . , s˜l, . . . , sm).
(3.11)
Ââåäåì ôóíêöèè ïåðåõîäà ϕ−(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) îò S(s1, . . . , sm)
ê ñòàäèè S(s1, . . . , s˜l, . . . , sm). Ïóñòü z((s1, . . . , sm)(sl)) =
(s1, . . . , sm, ysl)
T . Òîãäà
ϕ−(s1, . . . , s˜l, . . . , sm) : z((s1, . . . , sm)(sl))→
→ (x˜(s1, . . . , s˜l, . . . , sm), dsl − εsl)T,
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ãäå
x˜(s1, . . . , sm) = C(s1, . . . , 0l, . . . , sm|s1, . . . , sm) · x(s1, . . . , sm),
(3.12)
εsl  çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîßííûå. Ïðè ýòîì
x(s1, . . . , s˜l, . . . , sm)(t− + 0) = x˜(s1, . . . , sm)(t−). (3.13)
Ïîäêëþ÷åíèå ïîäñèñòåìû Sp. Âåðíåìñß ñíîâà ê îáëàñòè
(3.1), (3.2) è ê ñîîòâåòñòâóþùåé åé ñèñòåìå (3.3)-(3.5). Ïóñòü
ïðè ïîïàäàíèè òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t+
èç îáëàñòè (3.1), (3.2) íà ïëîñêîñòü ysp = dsp ïðè íåêîòîðîì
p ∈ {m + 1, . . . , n} ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ñòàäèè S(s1, . . . , sm)
ê ñòàäèè S(s1, . . . , sm, sp), êîòîðàß áóäåò îïèñûâàòüñß ñèñòåìîé,
çàäàâàåìîé óðàâíåíèßìè
äèíàìèêè ïåðåìåííûõ xsk , k = 1, . . . ,m, p
x˙sk = asks1xs1 + . . .+ asksmxsm + askspxsp , (3.14)
äèíàìèêè ïåðåìåííûõ ysk , k = 1, . . . ,m, p,
y˙sk = bsks1xs1 + . . .+ bsksmxsm + bskspxsp , (3.15)
äèíàìèêè ïåðåìåííûõ ysj , j = m+ 1, . . . , n, j 6= p,
y˙sj = b˜sjs1xs1 + . . .+ b˜sjsmxsm + b˜sjspxsp , (3.16)
èëè
x˙(s1, . . . , sm, sp) = A(s1, . . . , sm, sp) · x(s1, . . . , sm, sp), (3.17)
y˙(s1, . . . , sm, sp) = B(s1, . . . , sm, sp) · x(s1, . . . , sm, sp), (3.18)
y˙(sm+1, . . . , s˜p, . . . , sn)=B˜(sm+1, . . . , s˜p, . . . , sn|·)·x(s1, . . . , sm, sp),
(3.19)
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Ââåäåì ôóíêöèè ïåðåõîäà ϕ+(s1, . . . , sm, sp) îò S(s1, . . . , sm)
ê ñòàäèè S(s1, . . . , sm, sp). Ïóñòü z((s1, . . . , sm), (sl)) =
(xs1 , . . . , xsm , ysl)
T . Òîãäà
ϕ+(s1, . . . , sm,sp) : z((s1, . . . , sm),(sl))→(x¯s1 , . . . , x¯sm x¯sp ,dsp+εsp)≡
≡(x¯(s1, . . . , sm, sp), dsp + εsp)T , (3.20)
ãäå
x¯(s1, . . . , sm, sp) = D(s1, . . . , sm, sp|s1, . . . , sm) · x(s1, . . . , sm).
(3.21)
Ïðè ýòîì
x(s1, . . . , sm, sp)(t+ + 0) = x¯(s1, . . . , sm, sp)(t+). (3.22)
Îïðåäåëåíèå 6. Ñèñòåìà (3.1) − (3.22) íàçûâàåòñß ëèíåéíîé
ñèñòåìîé ñ ïàðàëëåëüíûì ïåðåêëþ÷åíèåì, èëè ëèíåéíîé ïàðàë-
ëåëüíîé ñèñòåìîé (ËÏÑ).
Çàìå÷àíèå 11. Ëèíåéíóþ ïàðàëëåëüíóþ ñèñòåìó ìîæíî çàäàòü
òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß.
Ïóñòü
a = (a1, . . . , an)T ∈Rn; b = (b1, . . . , bn)T ∈Rn,
a(b) = (a1b1, . . . , anbn)T ∈Rn; a˙(b) = (a˙1b1, . . . , a˙nbn)T ∈Rn.
Äàëåå, åñëè äàíà ìàòðèöà A = (AT1 , . . . , ATn )T , ãäå ATi  i-ß ñòðî-
êà, òî




Åñëè γi  êîìïîíåíòû âåêòîðà ñòðóêòóðû γ = (γ1, . . . , γn)T , òî
ïóñòü
γ¯i = 1− γi; γ¯ = (γ¯1, . . . , γ¯n)T ∈ Rn.
Òîãäà äèíàìèêà ËÏÑ çàäàåòñß óðàâíåíèßìè
x˙(γ) = A(γ) · x(γ),
y˙(γ) = B(γ) · x(γ),
y˙(γ¯) = B˜(γ¯) · x(γ).
(3.23)
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Îïðåäåëåíèå 7. Âåêòîðû
y(γ) = (γ1y1, . . . , γnyn)T ∈ Rn; y(γ¯) = (γ¯1y1, . . . , γ¯nyn)T ∈ Rn
íàçîâåì âåêòîðàìè àêòèâíîãî è ïàññèâíîãî âðåìåíè ýâîëþöèè,
ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè íåêîòîðîé ñòàäèè ëèíåé-
íîé ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû, ïîñòðîåííîé â íàñòîßùåì ïàðàãðà-
ôå. Äëß ýòîãî ââåäåì â íåå óïðàâëåíèß u = (u1, . . . , ur)T ∈
Rr; v = (v1, . . . , vs)T ∈ Rs; w = (w1, . . . , wp)T ∈ Rp
x˙(γ) = A(γ) · x(γ) + C(γ) · u,
y˙(γ) = B(γ) · x(γ) + Cˆ(γ) · v,
y˙(γ¯) = B˜(γ¯) · x(γ) + C˜(γ¯) · w.
(3.24)
ãäå C, Cˆ, C˜  ïîñòîßííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé n×r, n×s, n×p,
ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó ñèíòåçà óïðàâëåíèß, ñòàáèëè-
çèðóþùåãî íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó (ñòàäèþ) ñèñòåìû. Âîçìîæíû
äâà ñëó÷àß.
1) Ñòàäèß Sl àêòèâíà â ìîìåíò âðåìåíè t = t0, ò.å. γl(t0) = 1.
Òîãäà òðåáóåòñß ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì γl(t) = 1
ïðè âñåõ t > t0. Äëß ýòîãî äîñòàòî÷íî óäåðæèâàòü ïåðåìåííóþ
γl(t) â îáëàñòè {yl > dl}.
2) Ñòàäèß Sl ïàññèâíà â ìîìåíò âðåìåíè t = t0, ò.å. γl(t0) = 0.
Òîãäà íàäî ïåðåâåñòè ñèñòåìó â îáëàñòü {yl > dl} è óäåðæèâàòü
åå òàì.
Â îáîèõ ñëó÷àßõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß ìåòîäîì ñèíòåçà
óïðàâëåíèß, ïðåäëîæåííûì âûøå.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß
1) γl(t0) = 1; ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò cˆlq 6= 0 ñòðîêè
CˆTl (γ) ìàòðèöû Cˆ(γ), èëè
2) γl(t0) = 0; ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò c˜lh 6= 0 ñòðîêè
C˜Tl (γ) ìàòðèöû C˜(γ).
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Òîãäà íàéäåòñß óïðàâëåíèå â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâßçè
v = p1x1 + . . . + pnxn (â ñëó÷àå 1), èëè w = p1x1 + . . . + pnxn
(â ñëó÷àå 2), ãäå pj  êóñî÷íî-ïîñòîßííûå ôóíêöèè êîìïîíåí-
òîâ xj , j = 1, . . . , n, âåêòîðà Xn, òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (3.24) çà
êîíå÷íîå âðåìß ïåðåéäåò â ëþáîå çàðàíåå çàäàííîå ñîñòîßíèå
(ñòàäèþ) Sl äëß ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè (Xk0, y0k), äëß êîòî-
ðîé Xk0 6= 0, Xk0 = (x10, . . . , xk0)T .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âçßòü ëþáîå u, íàïðèìåð, u = 0.
Äàëåå â ñëó÷àå 1) ïîëîæèòü vs = 0, s 6= q, à vs ñòðîèòü òàê,
êàê ýòî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîé òåîðåìû äëß
ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû. Â ñëó÷àå 2) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
wj = 0, j 6= h è àíàëîãè÷íî ñòðîèòü wh.
Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2, óïðàâëåíèß u, v, w  ñêàëßðíûå âåëè-
÷èíû. Òîãäà ñèñòåìà (3.24) èìååò âèä
x˙1 = a11x1 + cu,
y˙1 = b11x1 + cˆ1v, åñëèγ = (1, 0) ≡ γ1;
y˙2 = b˜21x1 + c˜1w,
x˙2 = a12x2 + cu,
y˙1 = b˜12x2 + c˜2w, åñëèγ = (0, 1) ≡ γ2;
y˙2 = b22x2 + cˆ2v.








x1, p1 = −c¯1 · signx1 − b11, p2 = c¯2 · signx2 − b˜21
(åñëèx1(t0) 6= 0).







x2, p1 = c¯1 · signx1 − b˜12, p2 = −c¯2 · signx2 − b22
(åñëèx1(t0) 6= 0),
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ãäå c¯1, c¯1, c¯2, c¯2  ïîñòîßííûå, âûáîð êîòîðûõ ïðåäëîæåí â äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 1.
Çàìåòèì, ÷òî óïðàâëåíèå u íå èñïîëüçîâàëîñü. Åãî ìîæíî
áðàòü ïðîèçâîëüíûì èëè èñïîëüçîâàòü äëß ðåøåíèß äîïîëíè-
òåëüíûõ çàäà÷.
Â îáùåì ñëó÷àå äëß (0, x)- ñòàáèëèçàöèè ñòðóêòóðû γ∗, äëß
êîòîðîé
γis = 1, s = 1, . . . , k, γir = 0, r ∈ {1, . . . , n}\{s1, . . . , sk},
òðåáóåòñß ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå, ïåðåâîäßùåå òðàåêòîðèþ ñè-
ñòåìû (3.25) â îáëàñòü
{yis > dis}, {yir < dir}.
Äëß ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ìåòîä, ïðåäëîæåííûé ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, èñïîëüçóß äëß ïîñòðîåíèß ñîîòâåòñòâó-
þùåãî óïðàâëåíèß 2-þ è 3-þ ñèñòåìû â (3.25).
4. Ìîäåëü èíâåñòèðîâàíèß
ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé
Çäåñü ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèß ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòå-
ìîé ñ ïåðåìåííûì ñîñòàâîì. Òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî îòíåñòè ê
êëàññó ãèáðèäíûõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ýêîíîìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó, èçìåíåíèå ñòðóêòóðû êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñîãëàñ-
íî ïðàâèëàì, óñòàíàâëèâàåìûì óïðàâëßþùèì îðãàíîì. Êîí-
êðåòèçèðóåì ñèñòåìó êàê ïðîèçâîäñòâåííîå îáúåäèíåíèå (ÏÎ),
â ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäßò ïðåäïðèßòèß, âûïóñêàþùèå îäíîðîä-
íóþ ïðîäóêöèþ. Ïóñòü, êàê è ðàíåå, xi(t)êîëè÷åñòâåííàß õà-
ðàêòåðèñòèêà ñîñòîßíèß i-ãî ïðåäïðèßòèß â ìîìåíò âðåìåíè t,
xi(t) > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèíàìèêà ïðåäïðèßòèß çàäàåòñß
óðàâíåíèåì
x˙i = ai(t)xi + wi(xi, t), (4.1)
86 Ãëàâà II. Ãèáðèäíûå ñèñòåìû
ãäå ai(t)xi(t), wi(xi, t) ñêîðîñòè ïðèðîñòà èíâåñòèöèé â ïðåä-
ïðèßòèå i çà ñ÷åò åãî ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ è êðåäèòà áàíêà,
ñîîòâåòñòâåííî; ai(t) ñêîðîñòü ïðèðîñòà ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ,
íàïðàâëßåìûõ íà èíâåñòèðîâàíèå, íà åäèíèöó îáúåìà ïðîäóê-
öèè; wi(xi, t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè.
Ïóñòü t0 ìîìåíò âðåìåíè íà÷àëà ôóíêöèîíèðîâàíèß ÏÎ. Ïðè
ýòîì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååòñß n ïðåäïðèßòèé â ñî-
ñòàâå ÏÎ. Ââåäåì ïåðåìåííûå yi(t), îòâå÷àþùèå çà ñîñòàâ ÏÎ:
yi(t) = yi0 +
∫ t
t0
(ci(xi(τ, τ)− wi(xi(τ), τ))dτ, (4.2)
ãäå ci, yi0 çàäàííûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè è ïîñòîßííûå, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (4.2), ïîëó÷èì
y˙i = ci(xi, t)− wi(xi, t). (4.3)
Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì íàçûâàòü ïðåäïðèßòèå i, äèíàìèêà êî-
òîðîãî çàäàåòñß ñèñòåìîé (4.1), (4.3), àêòèâíûì.
Ââåäåì ïîñòîßííûå ïîðîãè di < yi0. Ïóñòü íàéäåòñß íàèìåíü-
øèé ìîìåíò âðåìåíè tr > t0, r ∈ {1, ..., n}, òàêîé ÷òî yr(tr) = dr.
Òîãäà â ìîìåíò âðåìåíè tr ïðîèñõîäèò çàêðûòèå r-ãî ïðåäïðèß-
òèß. Ïîßñíèì ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû.
Ýôôåêòèâíî ðàáîòàþùåå ïðåäïðèßòèå äîëæíî â áîëüøåé ñòå-
ïåíè ðàçâèâàòüñß íå çà ñ÷åò êðåäèòîâ, à çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ
ñðåäñòâ. Ïîýòîìó ïðåâûøåíèå ôóíêöèåé wr(xr, t) ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèß cr(xr, t) îçíà÷àåò, ÷òî r-å ïðåäïðèßòèå íàáèðàåò ñëèø-
êîì ìíîãî êðåäèòîâ, êîòîðûå ïðèäåòñß ïîãàøàòü, èñïîëüçóß ñîá-
ñòâåííûå ñðåäñòâà. Ýòî ßâëßåòñß ïðèçíàêîì íåýôôåêòèâíîé äå-
ßòåëüíîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðèíßòèþ îðãàíîì óïðàâëåíèß ðå-
øåíèß î ïðèîñòàíîâêå ïðåäïðèßòèß. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êîãäà
çàêðûâàòü ïðåäïðèßòèå? Åñëè ïðîèçâåñòè çàêðûòèå â ìîìåíò
âûïîëíåíèß óñëîâèß wr(xr, t) = cr(xr, t), òî ïðîöåññ çàêðûòèß
ñòàíåò ñëèøêîì ÷óâñòâèòåëüíûì, ðåàãèðóß íà ìãíîâåííûå ñáîè
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â ðàáîòå ïðåäïðèßòèß, ïðèâîäßùèå ê ìàëîçíà÷èòåëüíûì ñíè-
æåíèßì åãî ýôôåêòèâíîñòè. Äëß îðãàíà óïðàâëåíèß æåëàòåëü-
íî íåêîòîðîå âðåìß íàáëþäàòü çà äåßòåëüíîñòüþ ïðåäïðèßòèß,
ïðåæäå ÷åì ïðèíèìàòü ðåøåíèå. Ïîýòîìó íàëè÷èå èíòåãðàëà â
óñëîâèè çàêðûòèß yr(tr) = dr ïðèäàåò íåêîòîðóþ èíåðöèîííîñòü
â ïðèíßòèè ðåøåíèß î çàêðûòèè ïðåäïðèßòèß, ÷òî äàåò ïîñëåä-
íåìó âîçìîæíîñòü îòðàáîòàòü âðåìåííûå ñáîè. Íàïðîòèâ, åñëè
íèçêàß ýôôåêòèâíîñòü åãî ðàáîòû, ÷òî ïðîßâëßåòñß â âûïîëíå-
íèè óñëîâèß wr(xr, t) > cr(xr, t), íàáëþäàåòñß â òå÷åíèå äîñòà-
òî÷íî äëèòåëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, òî îðãàí óïðàâëåíèß
çàêðûâàåò r-å ïðåäïðèßòèå â ìîìåíò âðåìåíè tr, ââåäåííûé âû-
øå. Ïîñëå çàêðûòèß r-ãî ïðåäïðèßòèß äèíàìèêà ÏÎ, ñîñòîßùèì
òåïåðü èç n−-ãî àêòèâíîãî ïðåäïðèßòèß, çàäàåòñß óðàâíåíèßìè
(4.1),(4.3), ãäå i 6= r , à r-å ïðåäïðèßòèå ïåðåõîäèò â ïàññèâíûé
ðåæèì, êîòîðûé çàäàåòñß ñèñòåìîé
y˙r = cr(x−r , t)), yr(tr + 0) = y
−
r , (4.4)
x˙r = −prwr(xr, t), xr(tr + 0) = x−r , xr(t) > 0, (4.5)
x˙r = 0, xr(t) = 0, (4.6)
ãäå çàäàííûå ïîñòîßííûå y−r , pr, x−r . Óðàâíåíèß (4.5),(4.7) çàäà-
þò äèíàìèêó íàêîïëåíèß ðåñóðñîâ è âîçâðàòà êðåäèòîâ, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Óðàâíåíèå (4.7) ñîîòâåòñòâóåò çàêðûòèþ ïðåäïðèßòèß
r, íå ñóìåâøåãî ïîãàñèòü êðåäèòû.
Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì íàçûâàòü ïðåäïðèßòèå i, äèíàìèêà êî-
òîðîãî çàäàåòñß ñèñòåìîé (4.5)− (4.7), çàêîíñåðâèðîâàííûì èëè
ïàññèâíûì.
Òàêèì îáðàçîì, ÏÎ ñîñòîèò èç àêòèâíûõ ïðåäïðèßòèé, äè-
íàìèêà êîòîðûõ çàäàåòñß óðàâíåíèßìè (4.1), (4.3), è ïàññèâíûõ
(4.5)(4.7).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó âîçîáíîâëåíèß ðàáîòû ïðåä-
ïðèßòèß r. Ïóñòü íà èíòåðâàëå (tr, t¯r) yr(t) < dr, è yr(t¯r) = dr.
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Òîãäà â ìîìåíò âðåìåíè t¯r îðãàí óïðàâëåíèß ïåðåâîäèò ïðåäïðè-
ßòèå èç ïàññèâíîãî â àêòèâíûé ðåæèì, è åãî äèíàìèêà çàäàåòñß
óðàâíåíèßìè (4.1),(4.3). Ïðè ýòîì xr(t¯r + 0) = x¯r, yr(t¯r + 0) =
dr + δr, ãäå x¯r, δrçàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîßííûå. Íàëè-
÷èå ïîñòîßííîé δr ïðèâîäèò ê ñêà÷êîîáðàçíîìó èçìåíåíèþ yr
ïðè äîñòèæåíèþ åþ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèß dr. Ïðåäïðèßòèå ïî-
ëó÷àåò íà÷àëüíûé êðåäèò íà ðàçâèòèå, èíà÷å ìîæåò îêàçàòüñß,
÷òî ñðàçó ïîñëå îòêðûòèß åãî ïðèäåòñß çàêðûâàòü.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèß ÏÎ ñ öåëüþ äîñòèæåíèß
ïðåäïðèßòèßìè çàäàííûõ óðîâíåé ðàçâèòèß ê çàäàííîìó ìî-
ìåíòó âðåìåíè. Íàçîâåì åå çàäà÷åé ðàçâèòèß ÏÎ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç k(t) êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ ïðåäïðèßòèé, âõîäßùèõ â ÏÎ
â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïóñòü k(t0) = n, ïðè ýòîì äèíàìèêà ÏÎ
çàäàåòñß ñèñòåìîé óðàâíåíèé (4.1), (4.3). Áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòî-
ßííûìè ci, ai. Â êà÷åñòâå óïðàâëßþùèõ âîçäåéñòâèé ðàññìîòðèì
ôóíêöèè wi(t), êîòîðûå áóäåì ïîëàãàòü êóñî÷íî-ïîñòîßííûìè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèß óïðàâëåíèß w =
(w1, ..., wn), ïåðåâîäßùåãî ñèñòåìó (4.1)−(4.7) èç íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîßíèß
z0 = (x10, ..., xn0, y10, ..., yn0, k(t0))
â ìîìåíò âðåìåíè t0 â êîíå÷íîå ñîñòîßíèå
z1 = (x11, ..., xn1, y11, ..., yn1, k(t0 + T ))
â ìîìåíò âðåìåíè t0+T . Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñëåäóåò âîçìîæ-
íîñòü èçìåíåíèß ñîñòàâà ÏÎ â ïðîöåññå åãî ôóíêöèîíèðîâàíèß
íà ïðîìåæóòêå [t0, t0+T ]. Åñëè ïîëîæèòü k(t0+T = n, òî òðåáó-
åòñß ñîõðàíèòü ñîñòàâ ÏÎ ê êîíå÷íîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Â [20]




Öåëüþ ýòîãî êðàòêîãî ïàðàãðàôà ßâëßåòñß ïðèâëå÷åíèè âíèìà-
íèß ÷èòàòåëåé ê èíòåðåñíîé çàäà÷å íåñòàöèîíàðíîé ñòàáèëèçà-
öèè ëèíåéíîé ñèñòåìû, êîòîðàß, â îòëè÷èå îò ñòàöèîíàðíîé ñòà-
áèëèçàöèè, åùå íå ðåøåíà ïîëíîñòüþ. Íåñòàöèîíàðíàß ñòàáè-
ëèçàöèß, â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàåòñß ïîëåçíîé â çàäà÷àõ óïðàâëå-
íèß êàòàëèòè÷åñêèìè ðåàêöèßìè. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòå-
ìó óïðàâëåíèß
x˙ = Ax+Bu, (1.1)
ãäå x ∈ Rn, u ∈ Rm,A,B ìàòðèöû ñ ïîñòîßííûìè ýëåìåíòàìè,
ðàçìåðíîñòè n× n, n×m, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì íàçûâàòü äî-
ïóñòèìûì óïðàâëåíèå âèäà u = Cx, ãäå C ïîñòîßííàß ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè m× n. Çàäà÷à ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû ñî-
ñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèß, ïðè çàìû-
êàíèè êîòîðûì ñèñòåìû (1.1), ïîñëåäíßß áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé. Ïðè ýòîì çàìêíóòàß ñèñòåìà èìååò âèä
x˙ = (A+BC)x. (1.2)
Ïîñòàâëåííàß çàäà÷à ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà. Ïîëó÷åíû àëãî-
ðèòìû ïîñòðîåíèß ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèß, ò.å. íàõîæäå-
íèß ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû C, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ñòà-
áèëèçèðóþùåé. Ð.Áðîêåòò, îäèí èç âåäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ â îá-
ëàñòè òåîðèè óïðàâëåíèß, ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü
äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå èìååò âèä u = C(t)x, ò.å. ìàòðèöà C
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êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé ñâßçè íå ßâëßåòñß ïîñòîßííîé. Òðå-
áóåòñß íàéòè ïåðåìåííóþ ñòàáèëèçèðóþùóþ ìàòðèöó C(t). Ïî-
ñêîëüêó äëß ïîñòîßííîé ìàòðèöû C çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ñèñòå-
ìû (1.1) ðåøåíà, òî ïðîáëåìà Áðîêåòòà ïî ñóòè ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì âîïðîñå: íàñêîëüêî ââåäåíèå çàâèñßùåé îò âðåìåíè ìàò-
ðèöû C(t) êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâßçè ðàñøèðßåò
âîçìîæíîñòè ñòàöèîíàðíîé ñòàáèëèçàöèè? Ã.À.Ëåîíâ ðåøèë ýòó
çàäà÷ó äëß áîëåå óçêîãî êëàññà ìàòðèö C(t), à èìåííî, ïåðèî-
äè÷åñêèõ è èìåþùèõ íóëåâîå ñðåäíåå íà ïåðèîäå [0, T ]∫ T
0
C(t)dt = 0.
Èçëîæèì êðàòêî îñíîâíîé ðåçóëüòàò Ã.À.Ëåîíîâà, ñëåäóß [28]
[30]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ïîñòîßííûå
ìàòðèöû C1, C2 òàêèå, ÷òî ñèñòåìû
x˙ = (A+BCi)x, i = 1, 2, (1.3)
èìåþò óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèß Li è
èíâàðèàíòíûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèß Mi, i = 1, 2. Ïðè ýòîì
Mi ∩ Li = 0, dimMi + dimLi = n. Ïóñòü äëß ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë αi, βi, λi, χi âûïîëíåíû óñëîâèß
|xi(t;x0)| 6 αi|x0| exp(−λit), ∀x0 ∈ Li,
|xi(t;x0)| 6 βi|x0| exp(χit), ∀x0 ∈Mi,
ãäå xi(t;x0)  ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
xi(0;x0) = x0. Ïóñòü äàëåå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàß ìàòðèöà
σ(t) è ÷èñëî τ > 0 òàêèå, ÷òî ôàçîâûé ïîòîê θtt0 ñèñòåìû
x˙ = (A+Bσ(t))x,
çà âðåìß îò t = 0 äî t = τ ïåðåâîäèò ìíîãîîáðàçèå M1 â ìíî-
ãîîáðàçèå, ëåæàùåå â L2: θτ0M1 ⊂ L2. Òîãäà îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Ã.À.Ëåîíîâà ñîñòàâëßåò ñëåäóþùàß òåîðåìà
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü
λ1λ2 > χ1χ2.




Çäåñü ïîä ôàçîâûì ïîòîêîì ïîíèìàåòñß ñåìåéñòâî ïðåîáðà-
çîâàíèé θtt0 , t0, t ∈ R, θtt0 : Rn → Rn, θtt0x0 = x(t; t0, x0)ðåøåíèå
ñèñòåìû (1.3), óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèþ x(t0; t0, x0) = x0 ∀x0 ∈
Rn.
Ïðèìåíèì ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò ê äâóìåðíûì ñèñòåìàì
y¨ + a2y˙ + a1y + u = 0, z = d1x+ x˙. Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó óïðàâ-
ëåíèß â âèäå








B = (0 − 1)∗, x = (x1, x2)∗. Óñëîâèß Ðàóñà - Ãóðâèöà óñòîé÷è-
âîñòè ìíîãî÷ëåíà (õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî) ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñòà-
öèîíàðíàß ñòàáèëèçàöèß ñèñòåìû (1.4) ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé îá-
ðàòíîé ñâßçè u = s0z = s0d1x1 + s0x2, s0 = const 6= 0 âîçìîæíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a2 + s0 > 0, a1 + d1s0 > 0.
×èñëî s0, óäîâëåòâîðßþùåå ýòèì íåðàâåíñòâàì ñóùåñòâóåò òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî d1 > 0, ëèáî d1 6 0, a2d1 > a1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàöèîíàðíàß ñòàáèëèçàöèß íåâîçìîæíà, ò.å.
âûïîëíåíû óñëîâèß d1 6 0, a2d1 > a1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå
d21−a2d1+a1 6= 0 (íåâûðîæäåííîñòü ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñè-
ñòåìû (1.4)). Ïðèìåíèâ ïðèâåäåííóþ âûøå òåîðåìû (ýòî ìîæíî
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âûïîëíèòü â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî, íî íå ïðîñòîãî, óïðàæíåíèß),
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå óïðàâëåíèß áðàòü ôóíêöèþ
u = s(t)z, ãäå s(t) êóñî÷íî-ïîñòîßííàß ïåðèîäè÷åñêàß ôóíêöèß
ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïåðèîäîì, òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû ßâëßåòñß âûïîëíåíèå õîòß
áû îäíîãî èç óñëîâèé d1 > 0 èëè c1 6 0, d21 − a2d1 + a1 > 0.
Ýòè óñëîâèß âûäåëßþò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ {(a1, a2, d1)}, ÷åì îáëàñòü, îïðåäåëßåìóþ óñëîâèßìè
Ðàóñà-Ãóðâèöà ïðè ñòàöèîíàðíîé ñòàáèëèçàöèè.
2. Îáðàùåíèå ñóììû ìàòðèö
Èçâåñòíîå ñâîéñòâî
(ABC)−1 = C−1B−1A−1
äëß íåîñîáûõ ìàòðèö A, B, C ïîçâîëßåò ñðàâíèòåëüíî ëåãêî
îáðàùàòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Îáðàùåíèå ñóììû ìàòðèö çíà-
÷èòåëüíî ñëîæíåå. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî (A+ B + C)−1 ìîæåò íå
ñóùåñòâîâàòü íåñìîòðß íà òî, ÷òî ñóùåñòâóþò A−1, B−1, C−1.
Ïðè ýòîì (A+B +C)−1 6= A−1 +B−1 +C−1, ïðè÷åì ðàâåíñòâî
èìååò ìåñòî äîñòàòî÷íî ðåäêî, òîëüêî â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àßõ.
Äàæå äëß ñêàëßðîâ 1a+b+c 6= 1a+ 1b + 1c â îáùåì ñëó÷àå. Íî âñå æå
åñòü íåêîòîðàß âîçìîæíîñòü â ïîëåçíûõ äëß ïðèëîæåíèé ñëó-
÷àßõ ïîëó÷èòü àíàëîã ôîðìóëû îáðàùåíèß ïðîèçâåäåíèß äëß
îáðàùåíèß ñóììû ìàòðèö. Íàïðèìåð, ïóñòü A  íåîñîáàß êâàä-
ðàòíàß ìàòðèöà ïîðßäêà n, C,D  ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n × k
òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà (E +DTA−1C)−1. Òîãäà
(A+ CDT )−1 = A−1 −A−1C(E +DTA−1C)−1DTA−1
Ýòî ôîðìóëà Øåðìàíà-Ìîððèñîíà-Âóäáåðè (J.Sherman -
W.J.Morrison-M.Woodbury), ïîëó÷åííàß â 1940-50-õ ãîäàõ äëß
ðåøåíèß çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îíà ìîæåò áûòü
ïðîâåðåíà ïðßìûì óìíîæåíèåì.
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×òîáû îöåíèòü ïîëåçíîñòü ôîðìóëû Øåðìàíà-Ìîððèñîíà
ïðåäïîëîæèì, ÷òî A−1 èçâåñòíî èç ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé.
Ïðèáàâèì α ê êàæäîìó ýëåìåíòó aij . Îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæ-
íî íàéòè è êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì, íî ôîðìóëà Øåðìàíà-
Ìîððèñîíà ïîêàçûâàåò êàê èç ïîëó÷åííîé ðàíåå èíôîðìàöèè
îá A−1 ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ìîæåì ïîëó-
÷èòü íîâóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó. Ïóñòü c = ei è d = αej , ãäå ei è
ej ßâëßþòñß i−ì è j−ì ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ó ìàòðèöû cdT ýëåìåíò (i, j) ðàâåí α, à âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, òàê ÷òî
B = A+ cdT = A+ αeiejT






= A−1 − α A
−1eiejTA−1
1 + αejTA−1ei




Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, êàê èçìåíßåòñß A−1 ïðè âîçìóùåíèè
aij , è ýòî äàåò õîðîøèé àëãîðèòì äëß íàõîæäåíèß A−1.
Ïðèìåð. Çàäà÷à: íà÷àòü ñ èçâåñòíûõ ìàòðèöA èA−1, äàííûõ
íèæå. Ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó A, ïðèáàâèâ 1 ê ýëåìåíòó a21, è










































= A+ e2e1T .
Ïðèìåíßß ôîðìóëó Øåðìàíà-Ìîððèñîíà, ïîëó÷àåì ïðåîáðàçî-
âàííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó























4− 14/3 −7 + 49/6
−1 + 4/3 2− 7/3
)
.
Ïåðåéäåì ê äðóãîé ìàòðè÷íîé êîìáèíàöèè I − A, êîòîðàß
÷àñòî òðåáóåò îáðàùåíèß, íî íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî ìàòðèöà
(I −A)−1 íå îáßçàíà ñóùåñòâîâàòü. Íî îá ýòîì ìîæíî íå áåñ-
ïîêîèòüñß, åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû A äîñòàòî÷íî ìàëû. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû A íàñòîëüêî ìàëû,




E +A+A2 + · · ·+An−1
)
= E −An →n→∞ I.
Â îáùåì ñëó÷àå ó íàñ íåò íèêàêîé ïîëåçíîé ôîðìóëû äëß
(A+B)−1, íî ñ ïîìîùüþ ðßäà Íåéìàíà (E + A + A2 + ...) ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â òîì ñëó÷àå, åñëè ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû B äîñòàòî÷íî ìàëû îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.
Íàïðèìåð, ïóñòü ñóùåñòâóåò A−1 è ïóñòü äëß ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû B âûïîëíßåòñß óñëîâèå limn→∞
(
A−1B



















è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì
(A+B)−1 ≈ A−1 −A−1BA−1.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìàòðèöà A âîçìóùåíà ìàëîé ìàòðèöåé B,
÷òî ìîæåò áûòü ñëåäñòâèåì íåòî÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëå-
íèé, òî ïîãðåøíîñòü äëß A−1 áóäåò ïîðßäêà A−1BA−1. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè B ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà
óâåëè÷èâàåòñß ïðè óìíîæåíèè íà A−1 ñ îáåèõ ñòîðîí. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ýëåìåíòû A−1 âåëèêè, òî ìàëûå âîçìóùåíèß ìàò-
ðèöû A ìîãóò âûçâàòü áîëüøîå âîçìóùåíèå ðåçóëüòàòà ïðè îá-
ðàùåíèè. Òàêîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî äîñòè÷ü äàæå ïðè èçìåíåíèè
îäíîãî ýëåìåíòà èñõîäíîé ìàòðèöû.
3. Îá àäåêâàòíîñòè ìîäåëåé
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèß àäåêâàòíûõ ìîäåëåé óïðàâëåíèß ßâëßåòñß
äîñòàòî÷íî òðóäíîé â ñèëó ñëîæíîñòè îïèñàíèß íà ôîðìàëüíîì
óðîâíå äèíàìèêè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Ó÷åò ìíîãèõ ôàêòîðîâ
ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèß ìîäå-
ëè è åå èñïîëüçîâàíèß äëß ðåøåíèß çàäà÷ óïðàâëåíèß è ïðîãíî-
çèðîâàíèß. Îòñþäà ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèß ïðîñòûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ òîëüêî îñíîâíûå ôàêòî-
ðû, âëèßþùèå íà ïðîöåññ, ÷òî ïîçâîëßåò ñîêðàòèòü çàòðàòû íà
èäåíòèôèêàöèþ ñòðóêòóðû è ïàðàìåòðîâ. Ðàññìîòðèì íåñêîëü-
êî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîíßòèß àäåêâàòíîñòè ìîäåëåé è
îáúåêòîâ.
Â ðàáîòå [22] áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî
ìîäåëü ñ÷èòàåòñß àäåêâàòíîé, åñëè ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷å-
íèè óïðàâëßþùåãî âîçäåéñòâèß çíà÷åíèß êðèòåðèß êà÷åñòâà äëß
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ìîäåëè è ïðîöåññà îòëè÷àþòñß â íåêîòîðîì ñìûñëå íåçíà÷èòåëü-
íî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êðèòåðèé êà÷åñòâà äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî
ãðóáûì. Ïðè ýòîì ââîäèòñß ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êè
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèì îáðàçöàì, îïèñûâàþ-
ùèì îáúåêò è åãî ìîäåëü. Îñòàíîâèìñß íåñêîëüêî ïîäðîáíåå íà
äàííîì ïîäõîäå. Ïóñòü îáúåêò óïðàâëåíèß èçâåñòåí ñ òî÷íîñòüþ
äî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü öåëåâîå óñëîâèå èìååò âèä
0 6 minuJ(u, a) 6 J(u, a) 6 minuJ(u, a) + ε, (3.1)
ãäå a  âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, u  âåêòîðíîå
óïðàâëåíèå,J(u, a)  êðèòåðèé êà÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèß îáú-
åêòà óïðàâëåíèß, 0 < ε  çàäàííàß ïîñòîßííàß. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî a0  âåêòîð èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îáúåêòà, a˜ 
âåêòîð çíà÷åíèé (îöåíîê) ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
îáúåêòà. Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé
U1 = {u : 0 6 minuJ(u, a0) 6 J(u, a0) 6 minuJ(u, a0) + ε,
U2 = {u : 0 6 minuJ(u, a˜) 6 J(u, a˜) 6 minuJ(u, a˜) + ε.
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü
àäåêâàòíà îáúåêòó óïðàâëåíèß â ñìûñëå êðèòåðèß (3.1), åñëè
U1 ∩ U2 6= ∅.
Ïîßñíèì ñìûñë îïðåäåëåíèß. Ïîñòðîèâ îïòèìàëüíîå â ñìûñ-
ëå (3.1) óïðàâëåíèå, ïðèìåíßåì ýòî óïðàâëåíèå ê îáúåêòó, è åñëè
îáúåêò àäåêâàòåí ìîäåëè, òî äëß íåãî òàêæå áóäåò âûïîëíßòüñß
(3.1). Òàêèì îáðàçîì, íàñ èíòåðåñóåò áëèçîñòü îáúåêòà è ìîäåëè
â ñìûñëå áëèçîñòè èõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà ïðè îäíîì óïðàâ-
ëåíèè. Ïðè ýòîì áëèçîñòü âûõîäîâ ïðè îäèíàêîâûõ âõîäàõ íå
òðåáóåòñß. Íåòðóäíî ïîêàçàòü [22], ÷òî àäåêâàòíîñòü â ñìûñëå
ïðåäëîæåííîãî îïðåäåëåíèß ðàâíîñèëüíà ãðóáîñòè ïîêàçàòåëß
êà÷åñòâà [40] ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðà.
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïîäõîä ê ðåøåíèþ âîïðîñà îá àäåêâàò-
íîñòè ìîäåëè è îáúåêòà äëß çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè. Áóäåì ïðåäïî-
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ëàãàòü, ÷òî äèíàìèêà îáúåêòà è ìîäåëè çàäàþòñß ñîîòâåòñòâåííî
óðàâíåíèßìè âèäà
x˙ = Ax+Bu, (3.2)
y˙ = A˜y + B˜v, (3.3)
ãäå x, y ∈ Rn  âåêòîðû ñîñòîßíèé, u, v ∈ Rm  âåêòîðû óïðàâ-
ëåíèé, A,B, A˜, B˜  ïîñòîßííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-
ìåðíîñòåé.
Îïðåäåëåíèå 2. Ìîäåëü (3.3) àäåêâàòíà îáúåêòó (3.2), åñëè
íàéäåòñß òàêàß ïîñòîßííàß ìàòðèöà C, ÷òî ïðè u = Cx, y = Cv,
ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìû (3.2), (3.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.
Ïðåèìóùåñòâî ââåäåííîãî îïðåäåëåíèß ñîñòîèò â âîçìîæíî-
ñòè îòêàçà îò òî÷íîé èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè, ïðåäíàçíà÷åííîé
äëß öåëåé óïðàâëåíèß. Ïðè ýòîì ðåàëèçóåòñß ïðèíöèï: äëß òî÷-
íîãî óïðàâëåíèß îáúåêòîì íå îáßçàòåëüíî ñòðîèòü òî÷íóþ ìî-
äåëü. Äëß ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè çàìêíåì ñèñòåìû (3.2), (3.3)
óïðàâëåíèßìè u = Cx, y = Cv, ñîîòâåòñòâåííî. Íàäî íàéòè
ìàòðèöó C òàêóþ, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
det(A+BC − λE) = 0, det(A˜+ B˜C − λE) = 0
èìååò ðåøåíèß λ1, ..., λn, óäîâëåòâîðßþùèå óñëîâèßì
Reλi < 0, i = 1, ..., n.
Â íàñòîßùåì ïàðàãðàôå òîëüêî íàìå÷åíû ïîäõîäû ê ðåøåíèþ
âàæíîé ïðîáëåìû àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáúåê-
òàì óïðàâëåíèß. Îòëè÷èå èõ îò òðàäèöèîííîãî ïîíèìàíèß àäåê-
âàòíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå òðåáóåòñß ñðàâíèâàòü âûõîäû
ìîäåëè è îáúåêòà ïðè îäèíàêîâûõ âõîäàõ.
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